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G Centre de gravité
S Aires de la section droite, m?
L Longueur de poutre, m
E module de Young, N/m?
I moment quadratique
T effort tranchant, N
M moment fléchissant, Nm
t temps S
X coordonnées axiales de la poutre, m
K constantes
a nombre d’onde
Wh fréquences propres, rad/s
r rayon de giration de la section I/A, m
(EDA la rigidité en flexion de la section A
f fleche
\% vecteur nodal
a fonctions trigonométriques de la fréquence adimensionnelle
Imax I’intensité créte
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Fm , Wcm valeurs crétes
Ke la matrice de rigidité élastique
kg la matrice de rigidité géométrique

Notations Grecques
1 coefficient d’amortissement
p masse volumique, kg/m3
n facteur de perte
r facteur de sensibilité de I’excitation d
A longueur de I’onde de flexion f
or déformation virtuelle

A pulsation propre



Résumé

Résumé

L'étude des vibrations est un domaine qui se développe considérablement, mais reste
trés complexe. Ce document présente 1'étude de la réponse vibratoire d’une poutre en acier
libre & 1’un de ses extrémités et libre a I’autre soumise a des excitations harmoniques. A partir
d’une série de mesures de réponse en fréquence effectuées sur des points bien définis sur cette
structure, nous pouvons commencer a concevoir une image de sa réponse. La technique
utilisée pour faire cela est l'analyse modale expérimentale. Elle permet d'identifier les
paramétres structuraux dynamiques ou parametres modaux tels que les fréquences propres,
1' amortissement et les déformées modales, elle se base sur 1’application d’une excitation
connue (généralement fournie par un marteau d’impact ou un pot vibrant) a partir de mesures
sur la structure. La détermination de la réponse dynamique est alors traitée par 1’approche
d'Euler Bernoulli. Des résultats expérimentaux sont comparés a les résultats numériques
(Logiciel RDM 6) et la plus proche aux ces derniers c’est la meilleure mode utilisée.

Mots clés: Vibrations, L'analyse modale expérimentale, Déformées modales, Marteau

d’impact.



Résumé

Abstract

The study of vibrations is a field which is developing considerably, but remains very
complex. This document presents the study of the vibrational response of a free steel beam at
one of its ends and free at the other subjected to harmonic excitations. From a series of
frequency response measurements made on well-defined points on this structure, we can
begin to design an image of its response. The technique used to do this is experimental modal
analysis. It makes it possible to identify the dynamic structural parameters or modal
parameters such as the natural frequencies, damping and the modal deformations, it is based
on the application of a known excitation (generally provided by an impact hammer or a pot
vibrating) from measurements on the structure. The determination of the dynamic response is
then treated by Euler Bernoulli's approach. Experimental results are compared to numerical

results (RDM 6 software) and the closest to these is the best mode used.

Keywords: Vibrations, Experimental modal analysis, Mode shapes, Impact hammer.
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Introduction générale

Introduction générale

La dynamique des structures est le domaine qui étudie la réponse de structures
mécaniques a des environnements dynamiques. Le but est d’étudier d’une part les contraintes
dans la structure elle-méme pour déterminer si elle peut étre endommagée par un
environnement dynamique et d’autre part d’étudier I’environnement dynamique transmis par
la structure a des passagers matériels ou humains ou encore au matériel électronique

embarqué pour évaluer les dommages qu’ils peuvent subir.

Pour étudier la réponse d’une structure a une excitation sinusoidale, la méthode la
plus répandue dans le monde scientifique et industriel est I’analyse modale et le calcul de
fonctions de réponse en fréquence. Cette méthode, qui sera détaillée dans le chapitre 2 de
cette mémoire, permet de déterminer les fréquences et les niveaux maximum de résonance
d’une structure expérimentale ou d’un modéle numérique pour une sollicitation donnée, ainsi

que les déformations associées.[1]
Synthése bibliographique:
Des nombreux travaux de recherche ont été réalisés dans le domaine de I’analyse modale

M. LEVINSON]|02] est développé une nouvelle théorie pour les poutres de section
transversale rectangulaire qui comprend la déformation des sections transversales. En
satisfaisant les conditions de cisaillement sur les surfaces latérales de la poutre sont
assimilées a une paire d'équations de mouvement couplées telles que aucun coefficient de
cisaillement arbitraire n'est requis. Il est montré que 1'équation désaccouplée pour une
nouvelle théorie autonome pour la statique et la dynamique des poutres de rectangulaire.
Dans le cas des vibrations libres, il a ét¢ démontré que la théorie de la poutre de Timoshenko
est équivalente a la nouvelle théorie a condition que le Timochenko le coefficient de
cisaillement ait une valeur de 5/6.C'est une valeur qui n'est pas significativement différente

de celle de diverses valeurs données dans la littérature pour la poutre rectangulaire étroite.

P. F. Rizos et al[3] est étudi¢ le mesure des vibrations de flexion d’une poutre en
porte-a-faux avec une section transversale rectangulaire ayant une fissure de surface

4
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transversale s'étendant uniformément le long de la largeur de la poutre et des résultats
analytiques sont utilisés pour relier les modes de vibration mesurés a I'emplacement de la
fissure et la profondeur. A partir des amplitudes mesurées a deux points de la structure qui
vibrent a I'un de ses modes naturels, de la fréquence de vibration respective et d'une solution
analytique de la réponse dynamique, I'emplacement de la fissure peut étre trouvé et la
profondeur peut étre estimée avec la méthode d'identification était basée sur I'hypothese

d'une fissure de surface transversale, S'étendant uniformément sur la largeur de la structure.

Omer Civalek et al.[4] a présenté une nouvelle approche pour obtenir des moments précis
de flexion et des déplacements. L’analyse de flexion des microtubules soumis a une
uniformité des charges distribuées et concentrées sont données. Une simulation numérique
est effectuée pour vérifier les prédictions analytiques et pour étudier la détérioration statique
et le moment de flexion pour différentes conditions aux limites. Le probléme est analysé
pour l'étude de la flexion des microtubules. Les résultats numériques montrent que le
paramétre non local a un effet important sur le comportement Egalement utile pour fournir
des solutions de vibration et de flambage des microtubules en utilisant la théorie du poutre
non local. Méme si l'analyse présentée concerne uniquement le boitier de déformation
statique linéaire, la statique non linéaire et la vibration des microtubules basés sur la théorie
de la poutre Timoshenko non local peut également étre analysée en utilisant la méthode
numérique présentée dans cette étude. La détection de la présence de fissures sur la surface

du type de poutre I'élément structurel utilisant la fréquence naturelle est présenté.

Kaushar H. Barad et al[5]. Les deux premiéres fréquences naturelles de la poutre fissurée
ont ¢été¢ obtenues expérimentalement et utilisés pour la détection de lI'emplacement et de la
taille des fissures. Les endroits et la taille des fissures détectés sont comparés aux résultats
réels et a été jugé en bon accord. En outre, 'effet de 1'emplacement de la fissure et de la
profondeur de fissure sur la fréquence naturelle est présenté. En utilisant cette approche, la
détection des dommages peut étre effectuée en utilisant la fréquence naturelle. La méthode
actuelle pour détecter I'emplacement et la taille des fissures est rapide et efficace. La fissure

avec un plus grand rapport de profondeur de fissure (a / h) donne des réductions plus
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importantes de la fréquence naturelle que celle du plus petit ratio de fissure. Par conséquent,

la précision des résultats s'améliore a mesure que la profondeur de fissure augmente.

Labuschagne et al [6] est considéré trois modeles pour une poutre en porte-a-faux basé sur
trois lignes par différentes théories: Euler-Bernoulli, Timoshenko et ¢élasticité
bidimensionnelle. Ils utilisent les fréquences propres et les modes comme un critére, ils ont
trouvé que la théorie de Timoshenko est proche de la théorie bidimensionnelle pour des
modes d'importance pratique, mais que l'applicabilité de la théorie Euler-Bernoulli est limitée.
Les résultats montrent que le modéle de Timoshenko est remarquablement précis par rapport
au modele bidimensionnel, a condition que la demande soit une pour laquelle la théorie de la
poutre est destinée. Cependant, la comparaison a un mod¢le tridimensionnel mais comme
mentionné précédemment, une comparaison d'un modele bidimensionnel avec un modele
tridimensionnel est indiquée. Ils prévoient qu'une comparaison des valeurs propres et des

fonctions propres sera réalisable.

Luca Luschi et al [07] est étudié les propriétés de flexion des poutres avec perforations
rectangulaires périodiques. A partir de 1'équation standard de la poutre d'Euler-Bernoulli, des
expressions analytiques compactes pour la rigidité de flexion équivalente dans des sections
remplies et perforées sont développées et utilisées pour calculer les fréquences de résonance
de la poutre perforée. Les résultats sont en accord avec les simulations FEM pour la plupart
des conceptions pratiques, tant que les effets de contraintes de cisaillement peuvent étre
considéré comme négligeables. Tandis que les résultats présentés impliquent uniquement des
fréquences de résonance, le modéle peut également étre utilisé pour évaluer la statique La
déviation et les constantes élastiques statiques des poutres perforées.

Salvatore Caddemi et al.[08] a utilis¢ La rigidité supplémentaire de la matrice de rigidité
¢lémentaires de poutre pour dériver un linéaire homogeéne élément fini a poutre élastique.
L'assemblage de la matrice de rigidité totale obtenue permet d'analyser 1'effet de la fissure
caractéristique sur les premicres fréquences de résonance de la poutre. La solution d'un
probléme inverse a été effectuée en utilisant cette information et a permis d'évaluer l'effet du

bruit sur la profondeur de fissure prédite. Ils ont trouvé que la méthode proposée peut étre
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utilisé pour concevoir un systeme intelligent pour la détection des fissures dans les poutres.
La performance de cette méthode est €¢levée pour de grandes valeurs de ratio de fissure et
faible bruit.

Mahdi Heydariet al [09] Dans cet article, la vibration flexible forcée d’une poutre fissurée
est étudiée en utilisant un modele bilinéaire continu pour le champ de déplacement. Les
effets de la déformation du cisaillement et de l'inertie rotative sont pris en considération
maquette de vibration fixable forcée d’une poutre de Timoshenko avec une ouverture le
fissure de bord est étudié dans cette recherche en utilisant un bilinéaire continu mode¢le pour
le champ de déplacement .La contrainte et les champs de stress sont calculés par dérivation
directe du champ de déplacement et utilisant le modele de matériau élastique linéaire.
Ensuite, 1'équation différentielle partielle du mouvement pour une distribution de force
générale a été obtenue. Par utilisant le principe de Hamilton Les diagrammes de réponses ont
¢té comparés aux résultats des ¢éléments finis et un excellent accord a été observé. Ils ont
¢galement comparés les résultats a celles de la poutre Euler et Bernoulli pour montrer
I'importance d'utiliser le mod¢le Timoshenko dans le cas de poutres courtes. Les résultats ont
¢galement été utilisés pour étudier 'effet des sur les diagrammes de réponse en fréquence.
L'é¢tude présentée peut étre utilisée dans la détection des fissures des algorithmes afin

d'identifier I'emplacement et la taille de la fissure.

Dans ce contexte une méthode utilisant des excitations harmoniques; est celle de
I’appropriation qu’est apparue dans les années 1960, elle consiste a appliquer des

¢

configurations de force particuliéres appropriées’” permettant d’exciter un mode du
systéme conservatif associé a la structure. La déformée modale peut alors étre directement
mesurée (on ’voit” le mode) et les paramétres modaux sont identifiées par une technique de

micro-balayage. Cette méthode est particulicrement adaptée aux structures présentant des

modes couples.

Une technique particuliére est apparue dans les années 1970 et connait depuis un succes
important principalement di a sa rapidité de mise en ceuvre: I’excitation aléatoire. Le signal

de référence appelé bruit blanc peut étre décrit comme une superposition de sinusoide a
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toutes les fréquences de la bande choisie [10].

Ce travail consacré a ce sujet est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre consacré d’une part a des notions et définitions des hypotheses, et
d’autre part a la formulation et d’équation d’équilibre relatives a la description du
mouvement des vibrations des poutres (longitudinale, flexion), et mode et fréquence
propres.

la deuxieéme partie est concret a l’analyse modale expérimentale, qui caractérise le
comportement dynamique d’une structure, cette résolution se baser sur des acquisitions
réelles qui intégrent enticrement la contexte de I’installation et on particulier certaines
particularités que 1’on peut difficilement appréhender dans d’autre méthodes analytique,
telles que conditions limites ou amortissements internes.

En fin, dans la troisiéme chapitre nous avons étudié les vibrations des poutres libre libre,
elle est libre dans les deux extrémités. On a conduire I’analyse dynamique en projection
sur une base modale réduite, nous commengons par construire la base modale de la
structure pour le type d’excitation ‘’'marteau de choc’” et I’application de la méthode
modale par logiciel m+p SO analyzer, Les fréquences propres qui sont déterminées

pour but de obtenir des résultats et présentant des formes propres de la poutre simple.



Chapitre I Synthése bibliographique sur les poutres

I.1.Introduction

Les vibrations dans un systétme mécanique résultent d’un transfert alternatif
entre énergies cinétique et potentielle qui, sans dissipation, perdure figure (I.1). En présence
de dissipation, et c’est le cas de tout systeme réel, les amplitudes du mouvement
convergent jusqu’a 1’équilibre dynamique dans le cas d’un systéme forcé, jusqu’a 1I’équilibre

statique dans le cas d’un systéme libre.

Poziticn de mouveineint

st ha Ao

i

Position d*équilibre \ \./ \./ \./ U

i

Figure.l.1.Poutre non amortie

L’étude et I’analyse des vibrations (ou signaux) ont pris, au cours des derniéres années,
un essor considérable en raison du développement de techniques de plus en plus sophistiquées
et de besoins les plus variés dans différents domaines : mécanique (transports, machines...),
acoustique, optique, transmissions, etc.

L’analyse vibratoire des poutres est d’une grande importance dans la conception de
nombreux systemes mécaniques [11] ainsi que pour I’évaluation de leur performance. On
peut citer par exemple, les aubes de turbomachines, les pales des hélicoptéres ou d’¢éoliennes
mais également les panneaux flexibles des satellites .... Ce chapitre est dédié¢ a une généralité
sur les vibrations des poutres (Libre-Libre) , et un partie consacré d’une part aux notions
et définition des hypotheéses, et d’autre part a la formulation mixte relatives a la
description des vibrations de flexion des poutres.

1.2.Poutre

On appelle poutre un solide engendré par une surface plane () qui peut étre variable
et dont le centre de gravité G décrit un segment [AB], le plan de (¥) restant perpendiculaire a
cette courbe. Il faut également que la longueur 4B soit grande devant les dimensions des
sections transverses [12].

Une poutre est une membrure mince soumise a des charges transversales
généralement normales a son axe. La poutre est I'élément structural le plus répandu,

puisqu'elle fait partie intégrante de la plupart des ouvrages de construction ou des piéces
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machines. Une poutre est un solide engendré par une aire plane S qui est déplacée dans
I’espace de maniére que durant son mouvement, le centre de gravité G de la section S parcourt

\

une ligne donnée L, et que I’aire se maintienne constamment normale a cette surface.

La ligne L est appelée fibre moyenne de la poutre. Une poutre est caractérisée

géométriquement par :

e Une section S suffisamment massive,
e Une longueur selon L grande devant les dimensions transversales,
e Un rayon de courbure de L grand devant les dimensions transversales,

e Un profil sans discontinuité.

La théorie ¢élastique des poutres est basée sur celle des milieux curvilignes. Une
position sur la poutre sera caractérisée uniquement par I’abscisse curviligne 1 d’un point sur la

fibre moyenne L

Figure.l.2 : Plan

Une poutre est donc un milieu continu ayant une dimension trés grande par rapport
aux deux autres figures (I.3).Pour que la théoréme du poutre soit applicable il faut que les
sections droites soient lentement variables ou constantes en fonction de l'abscisse curviligne ,
et que la plus grande dimension de la section droite soit petite devant le rayon de courbure et

la longueur de la poutre.

SN - SV J OOy | [ ——

Figure.l.3. Représentation d’une poutre droite dans le repere (0, 1, 2, 3)

10
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Ici, nous étudions la poutre libre libre figure (I.4) : C'est une poutre libre dans
les deux extrémités. [13].

v(xt) f(x.t)

IR T R A SO T 2 20 2 2 T 2 2 AN A A

X dx

-~

Figure.l.4.Poutre libre libre
I.2.1.Principe fondamental de la dynamique

Voici une poutre encastrée libre [12]. Elle est de longueur L et chargée a une distance /

de leur encastrement.

RAxZO
Ray = =0 (1)
MAZ_FI :0

Trois équations indépendantes linéaires, trois inconnues : Les réactions d’appui peuvent

étre calculées.

Poutre en flexion dans le plan (0, X, Y,) Equation locale : Vx€]0,1 [ pSV+EI V4 =0

v(,t) ou Elv,2(,t) =0 ou
v () Elv,3(,t) = 0

1.3. L’Equations d’équilibre

Avec des C.L. homogenes : { (1.2)

Soit R une poutre droite orientée selon x et soumise a une force répartie donnée figure
(I.5). Soit une section droite d’abscisse x et une section infinitésimalement voisine d’abscisse

x+dx. Considérons la portion de poutre délimitée par ces deux sections droites [12].

—Wldv
g(x)d= M +d M
< L , N+dN

5 n(z)dz | A
- VV

dr

=

Figure.l.5.Equilibre d'une tranche infinitésimale de poutre

11



Chapitre I Synthése bibliographique sur les poutres

L’¢équation d’équilibre local d’une poutre droite est :

il (169
T=at (1.3)
= g

I.3.1. Flexion simple d’une poutre encastrée et chargée en son extrémité

Soit une poutre droite de longueur L encastrée a une extrémité (on parle de poutre
encastrée-libre) et chargée ponctuellement a 1’autre extrémité d’une force F comme indiqué a
la figure (1.6) [12]. L étude se fait dans le cadre des hypothéses des différents cas de charge

seront traités tableau (I).

F

0 I P

a I

Figure.l.6.Cas d'étude d'une poutre droite simplement encastrée et chargée en son extrémité

> Ecriture de 1'équilibre global : On vérifie que la poutre est bien isostatique
(’ajout d’un degré de liberté la rend mobile). On est donc assuré que I’écriture du
principe fondamental de la statique va permettre de déterminer les trois réactions

d’appuisRy, Ry, et My, définies sur la figure (1.7).

ﬂ’gﬂma F

D H{ p o P

Figure.l.7.Définition des réactions d'appuis

I1 vient en écrivant le principe fondamental de la statique en O (pour le moment Mo:) :

R0x=0 ROXZO
Roy —F =0 ou encore : Roy =F
Mo, —F, =0 Moz = F|

12
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> Ecriture de 1'équilibre local : On définit une abscisse curviligne s et I’on écrit
I’équilibre d’un trongon de poutre pour chaque partie (ici, il n’y a qu’une partie) en

précisant la convention adoptée ,voir figure (L.8).

N - ;
o
O N 3

f

e

Figure.L.8.Définition des conventions pour I'écriture de I'équilibre local

L’équilibre du trongon écrit en O (par exemple) fournit alors pour s /0, L] :

N=0 N(s)=0
F+V=0 ou encore : V(S) =—F
Fi+M+Vs=0 M(s) =— F(L —5s)

On vérifie la pertinence de ces résultats :

e L’effort tranchant V est constant sur le (seul) morceau qui n’est pas chargé ;

e La dérivée du moment M est égale a ’opposé de I’effort tranchant ' (pour notre
convention) ;

e Le moment est linéaire (conséquence des deux points précédents) ;

e Le moment est négatif (fibre supérieure tendue si ' > 0, dans notre convention) ;

e Le moment est nul a I’extrémité libre.

On récapitule ces résultats dans le schéma, figure (1.9)

O p——

N A
{1 -
1
V ]
-F
A "
-FL

Figure.l.9.Synthése du calcul des efforts intérieurs

13
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v" Calcul des contraintes

Le calcul donne :

N(s) _ M(s) ~_ F(L—s)
s [

011(s) = (L4)

v Calcul de la fléche :
M(s) = EI f (s) d’ou par double intégration :

f(s)—EI (= - Fs? —FLsz+cls + ¢y) (L5)

On détermine les constantes d’intégrations ¢ et ¢, avec les conditions limites :

f0)=0 c1=0 , fo0)=0 ;=0

Figure.l.10.Allure de la déformée

Soit finalement :

f(s)=;

Ptz Lsz) (L6)

I.4.Vibration des poutres
Les hypothéses de condensation [14] pour les poutres consistent a effectuer un

développement en série de Taylor de u;(x1, X, X3, t) par rapport a x, et x3 :

L(x15 X2, X3, t) ul(xla 0 O t)+ X _(xb O 0 t) + X3 _(xla 0 O t) + j(xl, O 0 t)

2

x3 9%y, 0%,
+ > ox 2(x1, 0,0, t) +X5. X3 3073 + ... (17)

La théorie des poutres minces consiste a négliger les termes du 2 ordre et d’ordres

supérieurs dans ce développement :

ou;

ui(xb X2, X3, t) ~ ui(xb 0505 t)+ X2 %(xb 0505 t) + x3 (xla 0 O t) (18)
2

On notera par la suite :

ui(xla X2, X3, t) ~ u?(xlvt)_I— xzuiz(xlat) + X3U?(X1, t) (19)

14
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wy(xy, T2, 23,t) =~ ul(z1,t) + z2ui(21, ) + 2307 (21, 1)
ua(xy, T2, T3, t) >~ uY(x1,t) + Touz(21,t) + T3u5(T1, 1)

uz(xy, o, T3,t) >~ us(xy.t) + J";EH:%(J‘[. t) + xaui(z,t) (1.10)

g
rotations

Le déplacement dans chaque direction 1, 2 ou 3 se compose d'un mouvement

0 . .
d'ensemble (u;) et ide deux rotations ( x,uUz;, X3U3;)

L?. 43

5

Figure.l.11.Le déplacement dans les directions 1, 2, 3

La théorie des poutres minces suppose que les sections droites restent planes
aprés la déformation : c'est I'nypothése de Bernoulli. L'ensemble du champ de déplacement
est connu si les déplacements et les rotations sont connus le long d'un axe moyen de la poutre :
cet axe est appelé axe neutre, ou fibre neutre. L'hypothése de condensation, pour une poutre
mince consiste a réduire le milieu tridimensionnel en un milieu unidimensionnel équivalent.
Les inconnues du probléme aprés condensation sont les neuves fonctions u?, u9, u? ui,

1 Uy, Uz
u% , u%, ui, ug , ug .Les neuf fonctions ne dépendent que d'une seule variable d'espace x; et

du temps t [14].
1.4.1. Vibrations longitudinales

Pour les vibrations longitudinales, on suppose que les déplacements se font de facon
privilégiée le long de I'axe neutre de la poutre [14], ce qui correspond a une excitation dans
I'axe de la poutre.

On peut alors simplifier le champ de déplacement général (¢q.1.11) en imposant :

u1(xq, x2, %3, 1) = u‘l) (x1,0)

uz(x1, X2, X3, ) =0 (L11)
Uus (xlﬁ X2, X3, t) =0

La seule fonction inconnue u(l) (x1,£) correspond au déplacement d'ensemble dans la

direction 1 de chaque section droite. Ici, négliger I'effet de Poisson (contraction de la section
droite) consécutif a la déformation axiale. L'effet de Poisson correspond aux termes
X us(xq,t) etxzuy(xy,t) de(éql).

15
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Tab.I.1.Résultat pour les 3 combinaisons de C.L(Vibration longitudinale libre).

, & N Poutre L-L Poutre E-L Poutre E-E
Modes propres cos n™* sin(2n+ 1) 5% sin n7X
: T E (2n+1)w E T E
Pulsations propres = = . 5 = =
Fugee(L.= Lini) fi =2500Hz | fo =1250Hz | f; = 2500Hz

0 L us(x)
e = ST e B s St Xl(x):cos%
U(X)
e~ e 2
Xa(x) = cos -
Ug(x) 3
X
| ~ - | X3(x) = cos -

Figure.l.12.Modes longitudinaux de la poutre Libre-Libre.

1.4.2. Vibrations de flexion
[.4.2.1.Champ de déplacement

Pour I'¢tude du rayonnement acoustique de structures vibrantes, les vibrations de
flexion sont généralement les plus importantes, ce sont elles qui, dans la plupart des
cas, font du bruit (les vibrations longitudinales peuvent également produire un rayonnement

acoustique par le biais de l'effet de Poisson il faut alors le prendre en compte dans la

modé¢lisation).

En repartant de l'expression générale du champ de déplacement linéaire (sans les

termes d'ordre strictement supérieurs a 1), (éql), on émet de nouvelles hypothéses en

considérant 1'excitation.

16
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L'excitation est maintenant une force agissant dans le plan (1,2) qui va induire un
déplacement privilégié suivant I'axe 2. Le champ de déplacement pour la flexion des poutres
est [14] :
~ 2
u(x1, x2, X3, 1) = xuy(xq,t)

Uy (X1, X2, X3, 1) = u‘z’(xl,t) = w(xy,t) (1.12)
U3(X1, X2, X3, t) =0

Ce champ de déplacement (éq.1.12) correspond aux hypothéses de Timoshenko.
Deux fonctions cinématiques sont inconnues : la fléche w et les rotations des sections droites
u21. Plus simplement, la description de Bernoulli fait 1'hypothése supplémentaire que les

sections droites restent perpendiculaires a I'axe neutre apres la déformation, ce qui impose :
o = du
) = LY (113)

Les hypotheses de Bernoulli conduisent au champ de déplacement :

ow
uy(xq, X9, X3, 1) == x; o1 (x1,1)

Up (X1, X2, X3, 1) = w(xq,t) (1.14)
U3(X1, X2, X3, t) =0

L'hypothése de Bernoulli (dont le champ de déplacement ne posséde plus qu'une
fonction inconnue : w) revient a négliger le cisaillement transversal ¢ des sections droites.
Cette hypothese est 1égitime pour un matériau homogéne et pour les premiers modes de

. . A 2
vibration. I

fibre neutre
1

Figure.l.13.Fréquences et modes de vibration pour les CL homogénes simples.

17
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X/

% Equation caractéristique : cosAl coshAl =1 =0

Figure.l.14. Poutre Libre — Libre

Deux modes rigides

* Translation de la poutre : Vo (x) = Ao
= Rotation de la poutre : Vo (x) = 41 x

A
1/ch AL

A 1=4,73004
Ay 1=7,85320
Puisi>2: & 1= (2i+1)§

cos Aj X —chij x

Vi(x) = cosA; x +ch); X ———————(sin};x —sh};x) (1.15)

1.4.3. Modes et fréquences propres

Les valeurs admissibles de la quantité k& valeurs seront données par les racines

kiL=o; d’une équation f (kL) = 0.

La fonction f étant elle-méme définie par les quatres conditions aux limites

nécessaires pour déterminer les relations entre les 4 constantes d’intégration a,b,c,d.

Il en résulte que seule une série de pulsations discrétes @ (fréquences propres de

vibration) sera autorisée, ces pulsations étant obtenues sous la forme générale :

E1 |I

A chacune de ces fréquences sera associé un profil d’amplitude de déformée

Y(w;, x)=Yi(x) appelé mode propre de vibration.

Les fréquences propres (fréquences de résonance) résultent dans ce modele de la

compétition entre les forces d’inertie et les forces de rappel €lastique.

18
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L’équation aux vibrations ne contient aucun terme susceptible de limiter 1’amplitude
des oscillations de sorte que la solution en amplitude ne sera définie qu’a une constante

multiplicative arbitraire pres.

, . R E (- r
Les Fréquences propres sont la combinaison d’un terme \/% caractérisant les propriétés
intrinséque du matériau (€lasticité E, inertie p) qui s’identifie a la vitesse de propagation du

e 1. . g
son dans la poutre et d’un terme géométrique z \E qui caractérise la géométrie de la structure.

1.4.3.1. Modes d’ordre supérieur

Le nombre de nceuds est égal a Dordre du mode. La figure ci-dessous

schématise 1’allure des premiers modes. Le mode fondamental est le plus facile a exciter.

La théorie des modes propres montre que la déformée statique peut éEtre obtenue
par la somme pondérée (les facteurs de pondération étant fonction du chargement statique

impos¢) des déformées des différents modes propres de vibration libre.

Cependant, plus ’ordre du mode est ¢levé et plus faible est son coefficient

pondérateur.
1

g N - //
/ N //
I B i
e e AV
= \0‘1\ 0,2 03 04 \ 06 07 / 08 / 09 1
04 Mode 2\ / /
N

-0,8

| =

-1

Figure.l.15.Les déformées des différents modes propres de vibration libre
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1.4.4. Modes et fréquences propres de vibration, cas libre-libre

Le calcul des modes et fréquences propres d’une poutre est tres utilisés dans I’analyse
vibratoire de ces éléments de structure. Il permet de déterminer la réponse intrinséque a la
structure, c’est a dire qui ne dépend pas des sollicitations extérieures, et qui définit le
spectre des fréquences et déformées (modes) qu’il faudra éviter de solliciter si 1’on

veut que la structure n’ait pas un comportement critique.

De plus, la résolution dans la base modale réduit considérablement la taille du

probléme du fait des K et M-orthogonalités des modes propres.

Le calcul de modes propres est notamment utilise dans le domaine de 1’analyse modale
qui consiste a exprimer le déplacement quelconque d’un structure dans la base, (infinie dans
le cas des milieux continus) formée par ses vecteurs propres. C’est une technique couramment
employée au niveau analytique aussi bien que dans les codes de calculs par éléments finis par

exemple.

La connaissance de cette base modale permet également d’étudier la stabilité
d’une structure soumise a une excitation proportionnelle & un ou plusieurs modes propres.
Pour simplifier la résolution analytique, considérons un poutre de section constante, de
matériau constitutif possédant des propriétés également constantes, la solution du probléme
sous la forme d’une fonction de 1’espace en produit avec une harmonique de pulsation
® a déterminer :

u(x,t)= u(x)cos(wr) (I.17)

L’équilibre de cette poutre s’écrit alors :

2
EI S5+ w2pSu(x) =0 (L18)
Considérons le cas libre enx= 0 et libre en x =/ Les conditions aux limites
associées impliquent:

Tab.L.2.principale condition au limite pour une poutre extrémité libre.

pas de contraintes sur le R
extrémite libre déplacement et la rotation = | M (x,7)=E[ 9" wix,2) w(f 1) =0
I le moment de flexion et la C I -
:[ D force de cisaillement 2> wix,z
€ O(x,t)=—EI y =0
Xo s'annulent en X, ox £y
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II.1.Introduction

L’analyse modale permet la détermination des caractéristiques dynamiques des
structures. La connaissance de ces parametres structuraux est essentielle a la résolution de

plusieurs problémes de vibration.

Généralement la mesure simultanée de la réponse vibratoire de la structure basée sur
la force d'excitation en différents points permettant ainsi le calcul de la Fonction de Réponse
en Fréquence (FRF). Certaines méthodes appelées SISO (Single Input Single Output)
peuvent étre réalisées en mesurant une FRF a la fois. D'autres méthodes appelées SIMO
(Single Input Multiple Outputs) mesurent simultanément plusieurs FRF permettant ainsi

d'accélérer le processus de mesures.

Finalement, il y a aussi des méthodes a références multiples appelées MISO
(Multiple Inputs Single Output) ou MIMO (Multiple Inputs Multiple Outputs) utilisant une
ou plusieurs réponses simultanément. Le calcul et la visualisation des paramétres modaux
sont possibles a I'aide d'une analyse mathématique des signaux d'excitation et des réponses
de la structure [15].Le montage expérimental typique peuvent comporter les éléments

comme montre la figure I1.1

Analyseur Captﬂ"lfji"_jf réponse
50 m+p \
Structure

Transmission de la force
d’excitation Capteur
d’excitation

Source d’excitation
mecanique

Figure.Il.1.Le montage expérimental d’une analyse modale.
I1.2.Les domaines d’application de I’analyse modale:

Une compréhension détaillée de la dynamique des structures est essentielle pour la
conception, le développement de nouvelles structures et la résolution des problémes de bruit

et de vibration sur des structures existantes (machines tournantes, conduites, etc.....)
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Cette compréhension passe par 1'étude de I'analyse modale expérimentale ou
théorique, outil efficace qui permet de décrire, comprendre et modéliser le comportement
dynamique des structures.

Qui est responsable des niveaux de bruit ou de vibration au-dessus des limites
spécifiées? Dans tous les cas, trois facteurs sont prédominants:

* La source, ou sont générées les forces dynamiques
* Le chemin de propagation qui transmet 'énergie

* Le récepteur et sa limite acceptable de bruit et de vibrations.
La clé du probléme réside dans 1'un de ces facteurs qui peuvent étre étudiés de fagon a

trouver la solution optimale
I1.3.Analyse modale expérimentale

L’analyse modale des données obtenues a partir des essais structuraux, nous fournit
une description définitive de la réponse d’une structure, que I’on peut comparer a des

caractéristiques de conception.

Elle nous permet également de construire un outil efficace, le modele modal, avec
lequel nous pouvons étudier les effets des modifications structurelles, ou prévoir les

performances de la structure dans des conditions de fonctionnement modifiées.
I1.4.Déformée propre

Une déformée propre est une allure de déformation associée a une fréquence modale
particuliere ou emplacement des pdles. Elle n’est ni concréte ni facile a observer. C’est un
parametre mathématique abstrait qui définit une allure de déformation comme si ce mode

existait isolément de tous les autres dans la structure.

Le déplacement physique réel en tout point est toujours une combinaison de toutes les
déformées propres de la structure. Avec une excitation harmonique proche de la fréquence
modale, 95% du déplacement peut étre di a cette déformée particuliere, tandis que

I’excitation aléatoire tend a produire un « mélange » arbitraire de toutes les déformées.

I1.5.Fonction de réponse fréquentielle (FRF) :
I1.5.1.C’est quoi les FRF ?
Les fonctions de réponse en fréquence (FRF) sont fonction des caractéristiques du

systéme et sont indépendantes des forces d'entrée. Nous supposons la linéarité, l'invariance
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temporelle, I'observabilité et la réciprocité lorsque nous calculons les FRF.

Nous mesurons FRF entre un transducteur de référence et des transducteurs de
réponse. Les FRF contiennent des informations d'amplitude et de phase.

La condition de fonctionnement doit étre stable, car nous classons les données pour
obtenir des FRF. Nous mesurons les FRF en utilisant I'estimateur HI, H2 ou H3. Lorsque
vous configurez une exécution de test, a partir de test on peut estimer la mesure utilisée.
Pour plus d'informations sur les estimateurs FRF, voir figure 11.2, Les grandeurs de FRF ont
des pics aux résonances du systéme et des creux aux antirésonances du systéme. La phase

FRF diminue de 180 degrés par une résonance et s'éleve a 180 degrés par une antirésonance.
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Figure.Il.2.FRF magnitude et phase

Une mesure du point de conduite est une mesure ou lI'emplacement et la direction
d'entrée sont identiques a ceux de l'emplacement et de la direction de sortie. La partie
imaginaire d'un point de commande FRF doit étre complétement positive ou complétement
négative, en fonction de l'orientation positive ou négative des signaux d'entrée et de sortie.
Les pics ou les creux de la partie imaginaire d'un point d'entrainement FRF correspondent

aux résonances du systéme, voir figure II.3.
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Figure.IlL.3. Piéces réelles et imaginaires du point de commande FRF.
I1.6.Systéme de mesure
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Chapitre 11 Analyse Modale Expérimentale

L’analyse modale est basée sur la mesure d’un ensemble de fonctions de réponse en
fréquence (FRF).le mouvement est décrit en termes de déplacement (compliance), de vitesse
(mobilité), ou d’accélération (accélérance).dans le sens général, le terme mesure de mobilité

est utilisé pour décrire toute les formes de FRF.

Pour la modélisation, la FRF la plus souvent utilisée est la compliance .la FRF utilisée,
en général, pour les mesures est 1’accélérance et le capteur le plus adapté étant un
accélérometre. La compliance, la m