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Chapitre 01 Revue sur les méthodes de résolution de I'équation de la chaleur

C HAPITRE 1: Revue sur les méthodes de résolution de I’équation de la chaleur

I.1) Introduction:

L’¢énergie correspond a un transfert ou échange par interaction d’un systéme avec son

environnement. Ce systéme subit alors une transformation.

Lorsque deux systémes sont a des températures différentes, le systéme le plus chaud céde
de la chaleur au plus froid. Il ya échange thermique ou encore transfert thermique entre ces
deux systémes. Cette situation se rencontre dans de nombreuses situations industrielles
(moteurs thermiques ou méme électriques, echangeure de chalure,centrales électriques au fuel

au gaz, etc...,) ou domestique (chauffage de 1’habitat).

transfert de chaleur au sein d'une phase ou, plus généralement, entre deux phases, se

faitsuivant 3 modes:

-par conduction

-par convection

-par rayonnement

I.2):Les modes de transfer:

I.2.a):Transfer par conduction:

1

1. conduction

hy e

Fig I.1:Transfer par conduction
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Chapitre 01 Revue sur les méthodes de résolution de I'équation de la chaleur

1.2.aa) Definition:

C’est le transfert de chaleur au sein d’un milieu opaque, sans déplacement de matiére, sous
I’influence d’une différence de temperature.

La propagation de la chaleur par conduction a I’intérieur d’un corps s’effectue selon deux
mécanismes distincts : une transmission par les vibrations des atomes ou molécules et une transmission
par les électrons libre

1.2.ab)loi de Fourier:

La théorie de la conduction repose sur I’hypothése de Fourier : la densité de flux est

proportionnelle au gradient de température :

¢ = —ASgradT ... ... oo cee cvv e o (1 1)

Ou sous forme algébrique :

Ox = —AS== e e e e (L2)

avece .

5: Flux de chaleur transmis par conduction (W)
A: Conductivité thermique du milieu (W m-1 °C-1)
X: Variable d’espace dans la direction du flux (m)
S: Aire de la section de passage du flux de chaleur (m2)
I.2.ac)Flux de chaleur :

Un flux de chaleur est une quantité d’énergie transférée sous forme de chaleur par

unité de temps.

C’est donc une puissance, qui s’exprime en Watt (J/s)

_Q

B = o

e (13)

I.2.ad)Densité de flux:

En général, le flux échangé a travers une surface n’est pas uniforme sur toute la

surface.
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Chapitre 01 Revue sur les méthodes de résolution de I'équation de la chaleur

On définit alors une densité de flux de chaleur(¢) qui correspond a un flux de chaleur

0
par unité de surface (en W/m2): Q= a—(z .............................. (1.4)
Si le flux est homogéne en tout point de la surface alors : Q= % ............ (L.5)

@ séxprime en W.m—2.
Pour une surface dont la normale n est orientée de maniére quelconque par rapport au flux:
0P = @.N.dS= (P.S.COSUrrrrnrerarinrerersnrenencnsans (1.6)

Le flux a travers une surface quelconque sécrira donc :

G =[50 NS eeeennn(LT)

1.2.ae)Le coefficient de proportionnalitéA:

C'est la conductivité thermique du matériau, elle dépend du matériau et de sa température.

A séxprime en (W m-1 °C-1) C’est une énergie par unité de temps, par unité de longueur et par unité de
différence de temperature.

I.2.af)Hypothese stationnaire:

Dans cette hypothése, rien ne dépend de la variable temps t : T(x,t) =T(x)

La température de cette tranche de matiere de longueur dx demeure constant

¢ (x) ¢(x + dx)

Figl.2: Hypothése Stationaire

Par conséquent: ¢ (x)= ¢ (x + dx) Le flux de chaleur est constant on écrire :

_A(to—tD)
l

¢
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Chapitre 01 Revue sur les méthodes de résolution de I'équation de la chaleur

I.2.ag)Hypothése inistasionaire :
Le domaine temporel correspond a une €lévation de la température du temps.
I1 définit donc le régime transitoire car les températures dépendent du temps.

T=f(xyzt)

Pour la résolution des problémes thermiques on est souvent appeler a rechercher 1’équation de

la distribution de la température qui est elle-méme celle du champ de température.

Selon les exigences une étude thermique peut étre considérée dans I'un des cas

suivants :
Stationnaire Variable
Unidimensionnelle JdT 0T oT 0T 0T
T = ’—:—:0,—:0 T = ,t’ —=—=0
f6 55 = %2 at [t 5 =%
Bidimensionnelle 0T JT oT
T = —=0; — = T = , Y, t), —=0
Tridimensionnelle T = f(uy2), (Z_'I _ 0 T =f(x,y,21t),

Tableau L.1: Résumé des fonctions de distribution de température

I.2.b)Transfert par convection:

= . «oerywesa oy

Fig 1.3:Transfer par convection
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Chapitre 01 Revue sur les méthodes de résolution de I'équation de la chaleur

1.2.ba)Definition:
C’est un transfert qui résulte d’'un mouvement d’ensemble du matériau le supportant.

La convection a donc lieu dans les fluides (gaz ou liquides). Elle est souvent caractéristique de I’échange a
la frontiére entre un solide et un fluide et est donc trés liée a 1’écoulement fluide mais aussi aux géométries
d’échange et aux états de surface si un solide intervient. Il convient de distinguer la convection forcée
dans laquelle le fluide est mis en mouvement par un apport d’énergie mécanique extérieur (pompe,
ventilateur, ...) de la convection naturelle dans laquelle le fluide prend, en son sein, 1’énergie nécessaire au
mouvement (variation de masse volumique associée a une variation de température par exemple). De
fagcon macroscopique elle est décrite par la loi de Newton (1701)

1.2.bb)Loi de Newton:
La loi de Newton donne I’expression de la quantité dQ échangée entre la surface d’un solide a la
température Ts et le fluide a la température TT.

L’¢étude du transfert de chaleur par convection permet de déterminer les échanges de chaleur se
produisant entre un fluide et une paroi.

La quantité de chaleur dQ qui traverse dS pendant I’intervalle de temps dt, peut s’écrire :
0Q = h(Tp — To0).ds.dt ... ev vev vevcer e et e vee we e (1L9)

Quelque soit le type de convection (libre ou forcée) et quelque soit le régime d’écoulement du
fluide (laminaire ou turbulent), le flux de chaleur transmis est donn¢ par la relation dite loi de Newton
telque:

9 _ h(Tp - Too)d .10

dQ :Puissance transmise (W)

H :Coefficient d’échange:(W/m?.k)

dS :Surface d’échange (m?)

(Tp — Too): Différence de température entre le corps et le fluide (K)

1.2.bc) convection naturelle:

Lorsqu’il se produit au sein du fluide des courants dus simplement aux différences de
température, on dit que la convection est naturelle.

I.2bd)convection forcee:
Par contre si le mouvement du fluide est provoqué par une action externe,telle une pompe ou un
ventilateur, le processus est appelé convection forcee.

I.2.be)Régimed’écoulement:

Compte tenu du lien entre le transfert de masse et le transfert de chaleur, il est nécessaire de
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Chapitre 01 Revue sur les méthodes de résolution de I'équation de la chaleur

considérer le régime d’écoulement. Considérons a titre d’exemple 1’écoulement d’un fluide
dans une conduite :

- En régime laminaire, I’écoulement s’effectue par couches pratiquement indépendantes.

Les échanges de chaleur s’effectuent donc :

- Par conduction uniquement si I’on considére une direction normale aux filets fluides.

- Par convection et conduction (négligeable) si I’on consideére une direction non normale aux

filets fluides.

Umax
N L Ll (2

Fig 1.4:1'écoulement d'un fluide en regime laminaire
- En régime turbulent, I’¢coulement n’est pas unidirectionnel :
L’¢échange de chaleur dans la zone turbulente s’effectue par convection et conduction dans
toutes les directions. On vérifie que la conduction est généralement négligeable par rapport a la
convection, la turbulence augmente le flux de chaleur échangé entre le fluide et la paroi.

FIFIFIIIIIIFI bl
______ e o oo SONS=cQUche laminaire

\
\ \
. (L \ N\ Ugax zone turbulente

7777777 73
u=0

Fig 1.5:1'écoulement d'un fluide en regime turbulent

Le changement de régime est généralement di a 'augmentation d'un certain parametre (vitesse,
température) au dessus d'une valeur critique on quantifie cette valeur critique par des nombre
adimensionnels par exemple, le nombre de Reynolds (en convection forcée):

Re=VD/v
V: vitesse de I'écoulement; D: diamétre de la conduite; v: viscosité dynamique.
Par exemple pour le cas de I'écoulement dans les conduites; Rec=2300.
Re<2300 I'écoulement est laminaire.

Re>2300 I'écoulement est turbulent.
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Chapitre 01 Revue sur les méthodes de résolution de I'équation de la chaleur

I.2.c)Le Rayonnement:

3. radiation

Fig 1.6:Tnansfer par rayonnement
Dans le transfert de chaleur par rayonnement, le transfert thermique s’effectue par
des vibrations electromagnetiques qui se propagent en ligne droite sans aucun support materiel.
Le rayonnement thermique concerne les ondes electromagnetiques dont la longueur d’onde
couvre le spectre ultraviolet et le spectre infrarouge (0,01 a 100 _m) en passant par le spectre

visible (0,38 2 0,76 m).

Le rayonnement peut etre decompose en radiations monochromatiques qui
concernent une longueur d’onde determinee. aux temperatures des applications industrielles, le
rayonnement est essentiellement constitue par de I’infrarouge dont son action sur la matiere est
surtout thermique. Ce mode de transfert se rencontre dans de nombreuses applications
industrielles ,telles que :

- le sechage (papier, tissu, etc.)
- la sterilisation (flacons pharmaceutiques, produits alimentaires, etc.)
- la cuisson (teintures, enductions, etc.)

I.2.ca) Lois du rayonnement:

D’aprés la théorie du rayonnement, tout corps rayonne quelque soit sa température..
Etant a une température différente de celle des corps avoisinant, elle recoit et émet du

rayonnement thermique.
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Fig. 1.7: Emittance et Eclairement

Le rayonnement émit par la paroi, appelé aussi Emittance, est défini comme suit.
= Emittance : noté par la lettre "E", correspond a I’énergie émise par la paroi. D’apres la loi
de Stefan-Boltzman, on peut calculer I’ Emittance d’ un corps noir
E,=0T%  en[Wm?] .o (L.11)
Avec o: constante de Stefan-Boltzman, o= 5,67.10"8 [w/mz.K4];
T : température de la surface de la paroi en Kelvin
L’ indice « n » indique que le corps est noir
Connaissant I’Emittance d” un corps noir, on peut calculer le flux de chaleur émit par ce corps.
®=E,S=S.0T* EN W] it e (1.12)
Avec S : surface émettant le rayonnement.
= Emittance d’un corps réel :
E=eoT? N [W/M?) Tl (1.13)
®=Sc0T* EIL [W]eunernennennennennennennerncnncsnenncnnens (1.14)
Avec &: coefficient d’émissivité thermique, caractérisant I’état de surface ; € <1, pour les corps
noir € = 1. D’apres cette loi, on en déduit qu’un corps noir émet plus que tous les corps réels.
Le rayonnement regu par la paroi, appelé aussi rayonnement incident ou éclairement, est
défini comme suit.
= Eclairement : noté par la lettre "G", est défini comme étant le rayonnement parvenant de
I’extérieur a la surface de la paroi. Selon les caractéristiques radiatives de cette surface, une
partie ou la totalit¢ de ce rayonnement incident peut étre absorbée. L’énergie thermique du

rayonnement absorbée par la paroi peut étre calculé d’apres la relation suivante:

Avec a: coefficient d’absorption de la paroi

Pour certains corps a = «.

1.2.cb) Echange de chaleur entre surfaces:

Le phénomene de rayonnement implique toujours 1’échange de chaleur entre deux ou
plusieurs surfaces. Dans ces conditions on s’intéresse a la connaissance du flux net résultant de
cet échange de chaleur. Ainsi, le flux net est égal a la différence entre les flux de chaleur émit
et absorbé par une surface. En général, le calcul du flux net est compliqué, car il dépend des

propriétés radiatives des surfaces en interaction, de I’orientation de ces surfaces et du milieu

Application de la méthode des différences finies dans des géométries complexes Page 11



Chapitre 01 Revue sur les méthodes de résolution de I'équation de la chaleur

qui les sépare. Parfois Les surfaces sont séparées par un milieu participant au rayonnement
(absorbant, émettant et méme diffusant) appelé milieu semi transparent.

Considérons le cas simple d’un corps de surface S1 et un coefficient d’émissivité &;, a la
température absolue T| qui se trouve complétement entouré par un autre corps noir (g,=1) de
surface plus grande S2 a la température T2 (T1>T2) (Fig. 1.8). Le milieu séparant les 2 corps
étant un milieu transparent (milieu non absorbant, non émettant et non diffusant), 1’air par

exemple, le flux net échangé est calculé de la maniere suivante.

Mo (surfaces environnantes),

£=1, T;

Fig. 1.8: Flux net échangé entre surface

En appliquant la définition du flux net échangé entre ces 2 surfaces, il en résulte :
Opet = P12 — Dog
®,_,, = S;&,6T}
D, = S;Gaps €t Gaps = a4.G = a;0Ty
®,_,; = S;a;0T,
d’ou Dper = S10(e; T — a; Ty)
et pour € = a,
@, = S180(T{ — TS) en [W] oo c+-(1.16)
Pour plus de commodité, nous écrivons 1’expression précédente du flux net sous la méme
forme que celle de la convection. Au lieu du coefficient de convection h nous introduisons le
coefficient de rayonnement h,. Ainsi nous aurons la relation suivante :
Dpet = S1hp(T1 = T2) cevveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiecnecinennee (I17)
avec Ry =08 (T1+T3) (T2 +T3) coeeeeeeeeeieeeeeeeneeeeeenenn. (1.18)

1.2.d) Modes de transfert de chaleur combinés

De manicre générale, il est rare de trouver un processus de transmission de chaleur

réalisé sous un seul mode de transfert de chaleur (conduction, convection ou rayonnement).
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Dans la plupart des cas pratiques les modes de transfert de chaleur sont combinés et associés a

2 ou 3 modes en méme temps.

Exemple : pour un corps chaud en contact d’un fluide, sa chaleur est transmise au milieu

ambiant par convection et rayonnement. Dans ce cas 3 situations peuvent se présenter.

e Si le corps est en contact de liquide c’est la convection qui est dominante ;
e Si le corps est a haute température et est en contact de gaz, c’est le rayonnement qui est
dominant ;

e Siaucun mode n’est dominant, on doit considérer la convection et le rayonnement.
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1.3) Méthodes de résolution d'un probleme thermique:
1.3.a) Méthodes analytiques:

Lors de la résolution d’un probléme thermique ou physique par les méthodes analytiques, on

suit en général les étapes suivantes :
I.3.aa)LLe Modéle mathématique:

Pour écrire la formulation d’un probléme, on adopte des modeles mathématiques c'est-a-dire
une approche schématique du probléme. Cette approche diffeére selon le but a atteindre. Par
exemple pour analyser le mouvement de la terre autour du soleil la terre et le soleil sont
approchés par des points matériels tandis que si on veut étudier le mouvement de la terre par
rapport a son axe, la terre n’est plus approchée par un point mais par une spheére par exemple.
Le modele mathématique est un point matériel dans la premiére approche et une sphére dans la

seconde.
a.l)La formulation:

Une fois le modéle adopté, on écrit sa formulation, c'est-a-dire les équations qui régissent le
probléme. Le probléme est décrit en général par des équations aux dérivées partielles. Dans

notre étude le type d’équation est de la forme

2 2 2
Aa i)+B o +Ca ¢+D@+E@+F¢:G ..................................... (I.19)
Ox oxdy  oy? ox oy

qui est une équation linéaire du second ordre a deux variables indépendantes x et y. ¢ est la

solution recherchée. Les problémes physiques les plus rencontrés et régis par des équations de

ce type sont les suivants :

a.l.a) Corde vibrante: Son équation est donnée par
0 0
oy _ 207

ot? ox°

y =y(x,t) représente la vibration transversale d un point d’abscisse x de la corde a I’instant t.

a.1.b) Propagation de la chaleur: L’¢quation est donnée par :
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oT
—=K
ot

T =T(x,t) est la température en un point X du milieu unidimensionnel a I’instant t, K est la

constante de diffusion, V = 82 est le Laplacien.
X

a.l.c) Equation de Laplace (ou du potentiel): L’équation est donnée par :

On retrouve cette équation, représentant un phénomene stationnaire, dans de nombreuses

applications : en transfert thermique, ¢ représente la température T, en électrostatique, ¢

représente le potentiel électrostatique, etc.
a.2)Les méthodes de résolution:

Deux méthodes les plus courantes sont utilisées pour la résolution des problémes

donnés par les équations de type (I.19) accompagnés des conditions aux limites.

a.2.a)La premiére méthode: consiste a déterminer la solution générale de 1’équation aux
dérivées partielles, puis de la particulariser afin d’obtenir la solution du probléme en utilisant
les conditions aux limites. La seconde méthode consiste, par contre, a rechercher d’abord des

solutions particuliéres, puis de les utiliser a la recherche de la solution du probléme.

v Solutions générales
Dans cette méthode on recherche d’abord la solution générale, puis la solution
particuliere qui satisfait aux conditions limites. Cette solution est obtenue en utilisant
les théorémes suivants :

Théoréme 1 (Principe de superposition) : Si ¢;, ¢,,...,¢, sont solutions, linéairement

indépendantes, d’une équation aux dérivées partielles homogene ( G=0 ), alors
n

d=0;0; +0rdy +...+a, b, =D a;0;, 00 Ay, a,,..., o, sont des constantes, est aussi
i=1

solution

Théoréme 2: La solution générale d’'une EDP non homogéne (G # 0) c'est-a-dire dont

le second membre n’est pas nul) s’obtient en ajoutant une solution particuliere de

I’équation non homogene a la solution générale de 1’équation homogene.
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On a:

o=

¢p +9,

ou ¢, est la solution particulicre et ¢y, est la solution de I’équation homogene.

Si les coefficients A, B, C, D, E, F dans I’équation (1.19) sont des constantes, la

solution de 1’équation homogene est de type ¢, =€

ax+by

Exemple équation de vibration :

Mi+Kx=0 ;0uC=0

donc 1'équation devienne sous la forme

5&+%x=0 = x4+ w’x=0

la solution est de la forme x(t) = asinwt + b coswt avec w =

%= (awcoswt) =

==

—aw? sin wt ¥(0)=0 x(0) = x,

a.2.b)La deuxiéme méthode: est la méthode de séparation des variables:

Cette méthode est la plus utilisée a cause de sa simplicité et de sa puissance de

résolution. On exprime la solution comme le produit de fonctions inconnues, chacune de ces

fonctions ne dépendant que d’une seule variable indépendante x ou y. L’intérét de cette

méthode réside en ce qu’il est possible d’écrire 1’équation résultante sous une forme telle que

I’un de ses membres ne dépende que d’une variable, ’autre membre contient toutes les

variables restantes- d’ou I’on peut déduire que chaque membre de 1’équation doit étre constant.

Ce processus est répété jusqu’a déterminer toutes les fonctions inconnues. La solution finale est

obtenue par la superposition de toutes ces solutions.

Exemple d'application:

T(t,x,y,2) = f1(x) * f(y) * f3(2) * fa ()
—T = a—T *T(t,x) = f(t) » g(x)

5] =900 *—-
T f(@) =

1 of
f© ot

(1) 9@ » L = af (1) » LD
1 of 1 azg(x)_
.. 2) E*E_ag(x)* 922 LER
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1 0%g(xn)
a * =
g(x) 0x?

A

Inf(t) =At +c - f(t) = eM*c = ¢, x et

ou C; sera calculé a partir des conditions initiales et aux limites
1.3.ab) Méthode expérimentale (réduite):
1. Introduction:

La méthode expérimentale est définie par Claude Bernard (1966) comme une activité de
construction du savoir, dans le domaine scientifique. L'expérimentation est de loin I'étape la
plus difficile du procédé scientifique : chaque expérience réalisée est un cas spécial, elle
demande imagination tout en respectant des normes précises. La connaissance et I'expérience
passée aident habituellement pour ce qui est de la technique utilisée; mais construire
lI'expérience, décider des moyens qui serviront a vérifier une hypothéese, cela demande intuition,
imagination et rigueur. L'expérimentation est le seul moyen précis d'évaluer les différentes
hypothéses qui ont été¢ émises, elle servira a aller chercher des données, c'est-a-dire des
informations qui serviront a confirmer ou a infirmer une hypothése. Dans la mesure du
possible, il est préférable d'aller chercher des résultats mathématiques car elles sont objectives
et résistent bien a la subjectivité. Il est nécessaire d'exercer un controle rigoureux de
l'expérience a réaliser. Les étapes principales a respecter pour que l'expérimentation soit

conforme aux normes scientifiques sont les suivantes:
1. Objectif a atteindre (¢émission d'hypotheses, formulation)
2. Procédure d’analyse expérimentale et matériel expérimental
3. Résultats (appelés données)
4. Interprétation des résultats et validation

On utilise encore pour désigner la méthode expérimentale 1’appellation ‘OPHERIC’
(Observation, Probleme, Hypothése, Expérience, Résultats, Interprétation, Conclusion),

couramment utilis¢ dans la conduite d'activités expérimentales.
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2.Le modéle:

L'expérience est au centre du processus ; elle est précédée d'une phase de formulation
d'hypothéses ou de formulation mathématique du probléme : c’est la phase de 1’élaboration du

modele. Le modele peut étre nouveau ou résulte d’une étude antérieure.

Une hypothése est une relation de causalité supposée entre deux faits. Pour vérifier cette
causalité il suffit de faire varier la cause. L'observation des effets obtenus permet de conclure

sur cette relation.
I.3.ac)Procédure d’analyse expérimentale:

Pour réussir un travail expérimental, I’ingénieur doit suivre une procédure
expérimentale générale qui respecte les exigences et les normes scientifiques afin de bien
contrbler les variables de 1'expérience et d'en faire varier, d'une facon précise, celle désirée.

Cette méthode peut étre décrite par la succession de différentes étapes :
1. a. méthodes de réalisation de I'expérience (techniques utilisées)
b. Etablir le budget optimal, la main d’ceuvre et le temps requis

2. a. Etablir les objectifs de I’expérience par émission d'hypothéses sur le but a atteindre.
Donner I’analyse théorique s’il y a lieu ou d’autres études expérimentales similaires dans la

littérature.
b. Nomenclature adoptée (systeéme de classification, systémes et unités de mesure employés)
3. Accomplir les tiches suivantes :

a. Etablir les variables primaires qui doivent étres mesurées (force, déformation,

pression, température, etc...)

b. Déterminer la précision requise sur les mesures primaires et le nombre de ces

mesures qui sont requises pour 1’analyse des data (résultats expérimentaux).
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c. Analyser les erreurs possibles des résultats anticipés avant que 1’expérience ne
commence de telle fagcon que des modifications sur la précision requise sur les différentes

mesures peuvent étre changées si nécessaire.
4. Choisir les instruments pour les différentes mesures pour atteindre les précisions requises

Il est a noter que tous ces renseignements ne s'appliquent évidemment pas a chaque
expérience, il faudra donc juger de ce qu'il sera utile de préciser dans chaque cas particulier.
Cette procédure doit étre assez explicite pour que le principe de répétitivité, c'est-a-dire réaliser
plusieurs fois I’expérience, soit acquis. De plus, la description de la méthode utilisée sert aussi
de référence quant a la valeur du travail en question. Si, par exemple, les résultats sont
exprimés sans faire mention de la méthode utilisée, les résultats ne sembleront pas assez fiables

pour servir de référence pour une autre recherche.

1.3.b) Méthodes numériques:
I1 existe plusieurs méthodes numériques de résolution de problémes aux limites. Parmi
ces méthodes, on peut citer la méthode des différences finies, la méthode des volumes finis et

surtout la méthode des éléments finies.

1.3.ba)LLa Méthode des différences finies

La méthode des différences finies est basée sur I’approximation des fonctions dérivées
apparaissant dans les équations de formulation du probléme. Les fonctions dérivées sont écrites
sous une forme approchée en utilisant le développement limité de Taylor. L’équation aux
dérivées partielles est ainsi approchée par une équation aux différences finies. Cette équation
est écrite ou projetée en un point du maillage sous forme de schéma.
Plusieurs types de schémas aux différences finies sont utilisés ; différences finies en avant, en
arriere et centrées. Ces schémas, ayant des précisions différentes, sont utilisés selon le
probléme rencontré.
La méthode des différences finies utilise une discrétisation géométrique ou maillage du
domaine Q (Fig. 1.9). Le domaine peut étre aussi bien régulier (Fig. I1.9.a) qu’irrégulier (Fig.
L9 b).
L’équation aux dérivées partielles est approchée localement selon la formule choisie
(différences finies, en avant ou en arriére) en tout point, ou nceud, du maillage du domaine Q.

On obtient alors une molécule donnant le schéma aux différences finies (Fig. 1.10). La solution

recherchée $(i, J) est rattachée au nceud (i, j) en question (nceud central de la molécule).
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Fig. 1.9: Maillage de domaine régulier et irrégulier

A cause du changement des pas de discrétisation aux nceuds de fronticres A x — o A x et
Ay - BAy, a et B étant des coefficients de correction du pas, connus, inférieurs a 1, la

molécule est reformulée pour les noeuds aux frontieres dans le cas ou le domaine est irrégulier

(Fig. 1.10. b).

Noeud frontitre Noeud interne Noeud frontitre Noeud interne
ol Ny
||. III |1 I|' \

(@ )

Fig. 1.10: Molécule aux nceuds internes et de fronticres selon le type domaine.

On obtient les équations algébriques aux nceuds internes et aux nceuds de fronticres.

La résolution du systeme d’équations algébriques donne la solution recherchée du probléme,

&, j) en tout neeud (i, j) du maillage.

Avantages :grande simplicité d'écriture et faible cott de calcul.

Inconvénients : limitation a des géométries simples, difficultés de prise en compte des

conditions aux limites de type Neumann.

1.3bb)Les volumes finis:
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La méthode des volumes finis inteégre, sur des volumes ¢élémentaires de forme simple, les
équations écrites sous forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi de maniére naturelle des
approximations discrétes conservatives et est donc particuliérement bien adaptée aux €équations

de la mécanique des fluides :

- équation de conservation de la masse,
- ¢équation de conservation de la quantité¢ de mouvement,

- ¢équation de conservation de I'énergie.

Avantages : permet de traiter des géométries complexes avec des volumes de forme
quelconque, détermination plus naturelle des conditions aux limites de type Neumann.

Inconvénient : peu de résultats théoriques de convergence.

1.3.bc)Eléments finis:

La méthode des éléments finis est une méthode d’approximation des solutions
d’équations aux dérivées partielles qui est construite a partir d’une formulation
équivalente du probléme a résoudre ; cette dernicre est appelée formulation variationnelle
du probléme et nécessite le minimum de régularité de la solution :

Avantages : traitement possible de géométries complexes, nombreux résultats théoriques
sur la convergence.
Inconvénient : complexité de mise en ceuvre et grand colit en temps de calcul et

mémoire.
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C HAPITRE 1: Revue sur les méthodes de résolution de I’équation de la chaleur

I.1) Introduction:

L’¢énergie correspond a un transfert ou échange par interaction d’un systéme avec son

environnement. Ce systéme subit alors une transformation.

Lorsque deux systémes sont a des températures différentes, le systéme le plus chaud céde
de la chaleur au plus froid. Il ya échange thermique ou encore transfert thermique entre ces
deux systémes. Cette situation se rencontre dans de nombreuses situations industrielles
(moteurs thermiques ou méme électriques, echangeure de chalure,centrales électriques au fuel

au gaz, etc...,) ou domestique (chauffage de 1’habitat).

transfert de chaleur au sein d'une phase ou, plus généralement, entre deux phases, se

faitsuivant 3 modes:

-par conduction

-par convection

-par rayonnement

I.2):Les modes de transfer:

I.2.a):Transfer par conduction:

1

1. conduction

hy e

Fig I.1:Transfer par conduction
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1.2.aa) Definition:

C’est le transfert de chaleur au sein d’un milieu opaque, sans déplacement de matiére, sous
I’influence d’une différence de temperature.

La propagation de la chaleur par conduction a I’intérieur d’un corps s’effectue selon deux
mécanismes distincts : une transmission par les vibrations des atomes ou molécules et une transmission
par les électrons libre

1.2.ab)loi de Fourier:

La théorie de la conduction repose sur I’hypothése de Fourier : la densité de flux est

proportionnelle au gradient de température :

¢ = —ASgradT ... ... oo cee cvv e o (1 1)

Ou sous forme algébrique :

Ox = —AS== e e e e (L2)

avece .

5: Flux de chaleur transmis par conduction (W)
A: Conductivité thermique du milieu (W m-1 °C-1)
X: Variable d’espace dans la direction du flux (m)
S: Aire de la section de passage du flux de chaleur (m2)
I.2.ac)Flux de chaleur :

Un flux de chaleur est une quantité d’énergie transférée sous forme de chaleur par

unité de temps.

C’est donc une puissance, qui s’exprime en Watt (J/s)

_Q

B = o

e (13)

I.2.ad)Densité de flux:

En général, le flux échangé a travers une surface n’est pas uniforme sur toute la

surface.
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On définit alors une densité de flux de chaleur(¢) qui correspond a un flux de chaleur

0
par unité de surface (en W/m2): Q= a—(z .............................. (1.4)
Si le flux est homogéne en tout point de la surface alors : Q= % ............ (L.5)

@ séxprime en W.m—2.
Pour une surface dont la normale n est orientée de maniére quelconque par rapport au flux:
0P = @.N.dS= (P.S.COSUerrrrnrerarinrerarsnrenannasans (1.6)

Le flux a travers une surface quelconque sécrira donc :

G =[50 NS eeeennn(LT)

1.2.ae)Le coefficient de proportionnalitéA:

C'est la conductivité thermique du matériau, elle dépend du matériau et de sa température.

A séxprime en (W m-1 °C-1) C’est une énergie par unité de temps, par unité de longueur et par unité de
différence de temperature.

I.2.af)Hypothese stationnaire:

Dans cette hypothése, rien ne dépend de la variable temps t : T(x,t) =T(x)

La température de cette tranche de matiere de longueur dx demeure constant

¢ (x) ¢(x + dx)

Figl.2: Hypothése Stationaire

Par conséquent: ¢ (x)= ¢ (x + dx) Le flux de chaleur est constant on écrire :

_A(to—tD)
l

¢
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I.2.ag)Hypothése inistasionaire :
Le domaine temporel correspond a une €lévation de la température du temps.
I1 définit donc le régime transitoire car les températures dépendent du temps.

T=f(xyzt)

Pour la résolution des problémes thermiques on est souvent appeler a rechercher 1’équation de

la distribution de la température qui est elle-méme celle du champ de température.

Selon les exigences une étude thermique peut étre considérée dans I'un des cas

suivants :
Stationnaire Variable
Unidimensionnelle JdT 0T oT 0T 0T
T = ’—:—:0,—:0 T = ,t’ —=—=0
f6 55 = %2 at [t 5 =%
Bidimensionnelle 0T JT oT
T = —=0; — = T = , Y, t), —=0
Tridimensionnelle T = f(uy2), (Z_'I _ 0 T =f(x,y,21t),

Tableau L.1: Résumé des fonctions de distribution de température

I.2.b)Transfert par convection:

= . «oerywesa oy

Fig 1.3:Transfer par convection
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1.2.ba)Definition:
C’est un transfert qui résulte d’'un mouvement d’ensemble du matériau le supportant.

La convection a donc lieu dans les fluides (gaz ou liquides). Elle est souvent caractéristique de I’échange a
la frontiére entre un solide et un fluide et est donc trés liée a 1’écoulement fluide mais aussi aux géométries
d’échange et aux états de surface si un solide intervient. Il convient de distinguer la convection forcée
dans laquelle le fluide est mis en mouvement par un apport d’énergie mécanique extérieur (pompe,
ventilateur, ...) de la convection naturelle dans laquelle le fluide prend, en son sein, 1’énergie nécessaire au
mouvement (variation de masse volumique associée a une variation de température par exemple). De
fagcon macroscopique elle est décrite par la loi de Newton (1701)

1.2.bb)Loi de Newton:
La loi de Newton donne I’expression de la quantité dQ échangée entre la surface d’un solide a la
température Ts et le fluide a la température TT.

L’¢étude du transfert de chaleur par convection permet de déterminer les échanges de chaleur se
produisant entre un fluide et une paroi.

La quantité de chaleur dQ qui traverse dS pendant I’intervalle de temps dt, peut s’écrire :
0Q = h(Tp — To0).ds.dt ... ev vev vevcer e et e vee we e (1L9)

Quelque soit le type de convection (libre ou forcée) et quelque soit le régime d’écoulement du
fluide (laminaire ou turbulent), le flux de chaleur transmis est donn¢ par la relation dite loi de Newton
telque:

9 _ h(Tp - Too)d .10

dQ :Puissance transmise (W)

H :Coefficient d’échange:(W/m?.k)

dS :Surface d’échange (m?)

(Tp — Too): Différence de température entre le corps et le fluide (K)

1.2.bc) convection naturelle:

Lorsqu’il se produit au sein du fluide des courants dus simplement aux différences de
température, on dit que la convection est naturelle.

I.2bd)convection forcee:
Par contre si le mouvement du fluide est provoqué par une action externe,telle une pompe ou un
ventilateur, le processus est appelé convection forcee.

I.2.be)Régimed’écoulement:

Compte tenu du lien entre le transfert de masse et le transfert de chaleur, il est nécessaire de
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considérer le régime d’écoulement. Considérons a titre d’exemple 1’écoulement d’un fluide
dans une conduite :

- En régime laminaire, I’écoulement s’effectue par couches pratiquement indépendantes.

Les échanges de chaleur s’effectuent donc :

- Par conduction uniquement si I’on considére une direction normale aux filets fluides.

- Par convection et conduction (négligeable) si I’on consideére une direction non normale aux

filets fluides.

Umax
N L Ll (2

Fig 1.4:1'écoulement d'un fluide en regime laminaire
- En régime turbulent, I’¢coulement n’est pas unidirectionnel :
L’¢échange de chaleur dans la zone turbulente s’effectue par convection et conduction dans
toutes les directions. On vérifie que la conduction est généralement négligeable par rapport a la
convection, la turbulence augmente le flux de chaleur échangé entre le fluide et la paroi.

FIFIFIIIIIIFI bl
______ e o oo SONS=cQUche laminaire

\
\ \
. (L \ N\ Ugax zone turbulente

7777777 73
u=0

Fig 1.5:1'écoulement d'un fluide en regime turbulent

Le changement de régime est généralement di a 'augmentation d'un certain parametre (vitesse,
température) au dessus d'une valeur critique on quantifie cette valeur critique par des nombre
adimensionnels par exemple, le nombre de Reynolds (en convection forcée):

Re=VD/v
V: vitesse de I'écoulement; D: diamétre de la conduite; v: viscosité dynamique.
Par exemple pour le cas de I'écoulement dans les conduites; Rec=2300.
Re<2300 I'écoulement est laminaire.

Re>2300 I'écoulement est turbulent.
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I.2.c)Le Rayonnement:

3. radiation

Fig 1.6:Tnansfer par rayonnement
Dans le transfert de chaleur par rayonnement, le transfert thermique s’effectue par
des vibrations electromagnetiques qui se propagent en ligne droite sans aucun support materiel.
Le rayonnement thermique concerne les ondes electromagnetiques dont la longueur d’onde
couvre le spectre ultraviolet et le spectre infrarouge (0,01 a 100 _m) en passant par le spectre

visible (0,38 2 0,76 m).

Le rayonnement peut etre decompose en radiations monochromatiques qui
concernent une longueur d’onde determinee. aux temperatures des applications industrielles, le
rayonnement est essentiellement constitue par de I’infrarouge dont son action sur la matiere est
surtout thermique. Ce mode de transfert se rencontre dans de nombreuses applications
industrielles ,telles que :

- le sechage (papier, tissu, etc.)
- la sterilisation (flacons pharmaceutiques, produits alimentaires, etc.)
- la cuisson (teintures, enductions, etc.)

I.2.ca) Lois du rayonnement:

D’aprés la théorie du rayonnement, tout corps rayonne quelque soit sa température..
Etant a une température différente de celle des corps avoisinant, elle recoit et émet du

rayonnement thermique.
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Fig. 1.7: Emittance et Eclairement

Le rayonnement émit par la paroi, appelé aussi Emittance, est défini comme suit.
= Emittance : noté par la lettre "E", correspond a I’énergie émise par la paroi. D’apres la loi
de Stefan-Boltzman, on peut calculer I’ Emittance d’ un corps noir
E,=0T%  en[Wm?] .o (L.11)
Avec o: constante de Stefan-Boltzman, o= 5,67.10"8 [w/mz.K4];
T : température de la surface de la paroi en Kelvin
L’ indice « n » indique que le corps est noir
Connaissant I’Emittance d” un corps noir, on peut calculer le flux de chaleur émit par ce corps.
®=E,S=S.0T* EN W] it e (1.12)
Avec S : surface émettant le rayonnement.
= Emittance d’un corps réel :
E=eoT? N [W/M?) Tl (1.13)
®=Sc0T* EIL [W]eunernennennennennennennerncnncsnenncnnens (1.14)
Avec &: coefficient d’émissivité thermique, caractérisant I’état de surface ; € <1, pour les corps
noir € = 1. D’apres cette loi, on en déduit qu’un corps noir émet plus que tous les corps réels.
Le rayonnement regu par la paroi, appelé aussi rayonnement incident ou éclairement, est
défini comme suit.
= Eclairement : noté par la lettre "G", est défini comme étant le rayonnement parvenant de
I’extérieur a la surface de la paroi. Selon les caractéristiques radiatives de cette surface, une
partie ou la totalit¢ de ce rayonnement incident peut étre absorbée. L’énergie thermique du

rayonnement absorbée par la paroi peut étre calculé d’apres la relation suivante:

Avec a: coefficient d’absorption de la paroi

Pour certains corps a = «.

1.2.cb) Echange de chaleur entre surfaces:

Le phénomene de rayonnement implique toujours 1’échange de chaleur entre deux ou
plusieurs surfaces. Dans ces conditions on s’intéresse a la connaissance du flux net résultant de
cet échange de chaleur. Ainsi, le flux net est égal a la différence entre les flux de chaleur émit
et absorbé par une surface. En général, le calcul du flux net est compliqué, car il dépend des

propriétés radiatives des surfaces en interaction, de I’orientation de ces surfaces et du milieu
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qui les sépare. Parfois Les surfaces sont séparées par un milieu participant au rayonnement
(absorbant, émettant et méme diffusant) appelé milieu semi transparent.

Considérons le cas simple d’un corps de surface S1 et un coefficient d’émissivité &;, a la
température absolue T| qui se trouve complétement entouré par un autre corps noir (g,=1) de
surface plus grande S2 a la température T2 (T1>T2) (Fig. 1.8). Le milieu séparant les 2 corps
étant un milieu transparent (milieu non absorbant, non émettant et non diffusant), 1’air par

exemple, le flux net échangé est calculé de la maniere suivante.

Mo (surfaces environnantes),

£=1, T;

Fig. 1.8: Flux net échangé entre surface

En appliquant la définition du flux net échangé entre ces 2 surfaces, il en résulte :
Opet = P12 — Dog
®,_,, = S;&,6T}
D, = S;Gaps €t Gaps = a4.G = a;0Ty
®,_,; = S;a;0T,
d’ou Dper = S10(e; T — a; Ty)
et pour € = a,
@, = S180(T{ — TS) en [W] oo c+-(1.16)
Pour plus de commodité, nous écrivons 1’expression précédente du flux net sous la méme
forme que celle de la convection. Au lieu du coefficient de convection h nous introduisons le
coefficient de rayonnement h,. Ainsi nous aurons la relation suivante :
Dpet = S1hp(T1 = T2) cevveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiecnecinennee (I17)
avec Ry =08 (T1+T3) (T2 +T3) coeeeeeeeeeieeeeeeeneeeeeenenn. (1.18)

1.2.d) Modes de transfert de chaleur combinés

De manicre générale, il est rare de trouver un processus de transmission de chaleur

réalisé sous un seul mode de transfert de chaleur (conduction, convection ou rayonnement).
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Dans la plupart des cas pratiques les modes de transfert de chaleur sont combinés et associés a

2 ou 3 modes en méme temps.

Exemple : pour un corps chaud en contact d’un fluide, sa chaleur est transmise au milieu

ambiant par convection et rayonnement. Dans ce cas 3 situations peuvent se présenter.

e Si le corps est en contact de liquide c’est la convection qui est dominante ;
e Si le corps est a haute température et est en contact de gaz, c’est le rayonnement qui est
dominant ;

e Siaucun mode n’est dominant, on doit considérer la convection et le rayonnement.
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1.3) Méthodes de résolution d'un probleme thermique:
1.3.a) Méthodes analytiques:

Lors de la résolution d’un probléme thermique ou physique par les méthodes analytiques, on

suit en général les étapes suivantes :
I.3.aa)LLe Modéle mathématique:

Pour écrire la formulation d’un probléme, on adopte des modeles mathématiques c'est-a-dire
une approche schématique du probléme. Cette approche diffeére selon le but a atteindre. Par
exemple pour analyser le mouvement de la terre autour du soleil la terre et le soleil sont
approchés par des points matériels tandis que si on veut étudier le mouvement de la terre par
rapport a son axe, la terre n’est plus approchée par un point mais par une spheére par exemple.
Le modele mathématique est un point matériel dans la premiére approche et une sphére dans la

seconde.
a.l)La formulation:

Une fois le modéle adopté, on écrit sa formulation, c'est-a-dire les équations qui régissent le
probléme. Le probléme est décrit en général par des équations aux dérivées partielles. Dans

notre étude le type d’équation est de la forme

2 2 2
Aa i)+B o +Ca ¢+D@+E@+F¢:G ..................................... (I.19)
Ox oxdy  oy? ox oy

qui est une équation linéaire du second ordre a deux variables indépendantes x et y. ¢ est la

solution recherchée. Les problémes physiques les plus rencontrés et régis par des équations de

ce type sont les suivants :

a.l.a) Corde vibrante: Son équation est donnée par
0 0
oy _ 207

ot? ox°

y =y(x,t) représente la vibration transversale d un point d’abscisse x de la corde a I’instant t.

a.1.b) Propagation de la chaleur: L’¢quation est donnée par :
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oT
—=K
ot

T =T(x,t) est la température en un point X du milieu unidimensionnel a I’instant t, K est la

constante de diffusion, V = 82 est le Laplacien.
X

a.l.c) Equation de Laplace (ou du potentiel): L’équation est donnée par :

On retrouve cette équation, représentant un phénomene stationnaire, dans de nombreuses

applications : en transfert thermique, ¢ représente la température T, en électrostatique, ¢

représente le potentiel électrostatique, etc.
a.2)Les méthodes de résolution:

Deux méthodes les plus courantes sont utilisées pour la résolution des problémes

donnés par les équations de type (I.19) accompagnés des conditions aux limites.

a.2.a)La premiére méthode: consiste a déterminer la solution générale de 1’équation aux
dérivées partielles, puis de la particulariser afin d’obtenir la solution du probléme en utilisant
les conditions aux limites. La seconde méthode consiste, par contre, a rechercher d’abord des

solutions particuliéres, puis de les utiliser a la recherche de la solution du probléme.

v Solutions générales
Dans cette méthode on recherche d’abord la solution générale, puis la solution
particuliere qui satisfait aux conditions limites. Cette solution est obtenue en utilisant
les théorémes suivants :

Théoréme 1 (Principe de superposition) : Si ¢;, ¢,,...,¢, sont solutions, linéairement

indépendantes, d’une équation aux dérivées partielles homogene ( G=0 ), alors
n

d=0;0; +0rdy +...+a, b, =D a;0;, 00 Ay, a,,..., o, sont des constantes, est aussi
i=1

solution

Théoréme 2: La solution générale d’'une EDP non homogéne (G # 0) c'est-a-dire dont

le second membre n’est pas nul) s’obtient en ajoutant une solution particuliere de

I’équation non homogene a la solution générale de 1’équation homogene.
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On a:

o=

¢p +9,

ou ¢, est la solution particulicre et ¢y, est la solution de I’équation homogene.

Si les coefficients A, B, C, D, E, F dans I’équation (1.19) sont des constantes, la

solution de 1’équation homogene est de type ¢, =€

ax+by

Exemple équation de vibration :

Mi+Kx=0 ;0uC=0

donc 1'équation devienne sous la forme

5&+%x=0 = x4+ w’x=0

la solution est de la forme x(t) = asinwt + b coswt avec w =

%= (awcoswt) =

==

—aw? sin wt ¥(0)=0 x(0) = x,

a.2.b)La deuxiéme méthode: est la méthode de séparation des variables:

Cette méthode est la plus utilisée a cause de sa simplicité et de sa puissance de

résolution. On exprime la solution comme le produit de fonctions inconnues, chacune de ces

fonctions ne dépendant que d’une seule variable indépendante x ou y. L’intérét de cette

méthode réside en ce qu’il est possible d’écrire 1’équation résultante sous une forme telle que

I’un de ses membres ne dépende que d’une variable, ’autre membre contient toutes les

variables restantes- d’ou I’on peut déduire que chaque membre de 1’équation doit étre constant.

Ce processus est répété jusqu’a déterminer toutes les fonctions inconnues. La solution finale est

obtenue par la superposition de toutes ces solutions.

Exemple d'application:

T(t,x,y,2) = f1(x) * f(y) * f3(2) * fa ()
—T = a—T *T(t,x) = f(t) » g(x)

5] =900 *—-
T f(@) =

1 of
f© ot

(1) 9@ » L = af (1) » LD
1 of 1 azg(x)_
.. 2) E*E_ag(x)* 922 LER
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1 0%g(xn)
a * =
g(x) 0x?

A

Inf(t) =At +c - f(t) = eM*c = ¢, x et

ou C; sera calculé a partir des conditions initiales et aux limites
1.3.ab) Méthode expérimentale (réduite):
1. Introduction:

La méthode expérimentale est définie par Claude Bernard (1966) comme une activité de
construction du savoir, dans le domaine scientifique. L'expérimentation est de loin I'étape la
plus difficile du procédé scientifique : chaque expérience réalisée est un cas spécial, elle
demande imagination tout en respectant des normes précises. La connaissance et I'expérience
passée aident habituellement pour ce qui est de la technique utilisée; mais construire
lI'expérience, décider des moyens qui serviront a vérifier une hypothéese, cela demande intuition,
imagination et rigueur. L'expérimentation est le seul moyen précis d'évaluer les différentes
hypothéses qui ont été¢ émises, elle servira a aller chercher des données, c'est-a-dire des
informations qui serviront a confirmer ou a infirmer une hypothése. Dans la mesure du
possible, il est préférable d'aller chercher des résultats mathématiques car elles sont objectives
et résistent bien a la subjectivité. Il est nécessaire d'exercer un controle rigoureux de
l'expérience a réaliser. Les étapes principales a respecter pour que l'expérimentation soit

conforme aux normes scientifiques sont les suivantes:
1. Objectif a atteindre (¢émission d'hypotheses, formulation)
2. Procédure d’analyse expérimentale et matériel expérimental
3. Résultats (appelés données)
4. Interprétation des résultats et validation

On utilise encore pour désigner la méthode expérimentale 1’appellation ‘OPHERIC’
(Observation, Probleme, Hypothése, Expérience, Résultats, Interprétation, Conclusion),

couramment utilis¢ dans la conduite d'activités expérimentales.
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2.Le modéle:

L'expérience est au centre du processus ; elle est précédée d'une phase de formulation
d'hypothéses ou de formulation mathématique du probléme : c’est la phase de 1’élaboration du

modele. Le modele peut étre nouveau ou résulte d’une étude antérieure.

Une hypothése est une relation de causalité supposée entre deux faits. Pour vérifier cette
causalité il suffit de faire varier la cause. L'observation des effets obtenus permet de conclure

sur cette relation.
I.3.ac)Procédure d’analyse expérimentale:

Pour réussir un travail expérimental, I’ingénieur doit suivre une procédure
expérimentale générale qui respecte les exigences et les normes scientifiques afin de bien
contrbler les variables de 1'expérience et d'en faire varier, d'une facon précise, celle désirée.

Cette méthode peut étre décrite par la succession de différentes étapes :
1. a. méthodes de réalisation de I'expérience (techniques utilisées)
b. Etablir le budget optimal, la main d’ceuvre et le temps requis

2. a. Etablir les objectifs de I’expérience par émission d'hypothéses sur le but a atteindre.
Donner I’analyse théorique s’il y a lieu ou d’autres études expérimentales similaires dans la

littérature.
b. Nomenclature adoptée (systeéme de classification, systémes et unités de mesure employés)
3. Accomplir les tiches suivantes :

a. Etablir les variables primaires qui doivent étres mesurées (force, déformation,

pression, température, etc...)

b. Déterminer la précision requise sur les mesures primaires et le nombre de ces

mesures qui sont requises pour 1’analyse des data (résultats expérimentaux).
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c. Analyser les erreurs possibles des résultats anticipés avant que 1’expérience ne
commence de telle fagcon que des modifications sur la précision requise sur les différentes

mesures peuvent étre changées si nécessaire.
4. Choisir les instruments pour les différentes mesures pour atteindre les précisions requises

Il est a noter que tous ces renseignements ne s'appliquent évidemment pas a chaque
expérience, il faudra donc juger de ce qu'il sera utile de préciser dans chaque cas particulier.
Cette procédure doit étre assez explicite pour que le principe de répétitivité, c'est-a-dire réaliser
plusieurs fois I’expérience, soit acquis. De plus, la description de la méthode utilisée sert aussi
de référence quant a la valeur du travail en question. Si, par exemple, les résultats sont
exprimés sans faire mention de la méthode utilisée, les résultats ne sembleront pas assez fiables

pour servir de référence pour une autre recherche.

1.3.b) Méthodes numériques:
I1 existe plusieurs méthodes numériques de résolution de problémes aux limites. Parmi
ces méthodes, on peut citer la méthode des différences finies, la méthode des volumes finis et

surtout la méthode des éléments finies.

1.3.ba)LLa Méthode des différences finies

La méthode des différences finies est basée sur I’approximation des fonctions dérivées
apparaissant dans les équations de formulation du probléme. Les fonctions dérivées sont écrites
sous une forme approchée en utilisant le développement limité de Taylor. L’équation aux
dérivées partielles est ainsi approchée par une équation aux différences finies. Cette équation
est écrite ou projetée en un point du maillage sous forme de schéma.
Plusieurs types de schémas aux différences finies sont utilisés ; différences finies en avant, en
arriere et centrées. Ces schémas, ayant des précisions différentes, sont utilisés selon le
probléme rencontré.
La méthode des différences finies utilise une discrétisation géométrique ou maillage du
domaine Q (Fig. 1.9). Le domaine peut étre aussi bien régulier (Fig. I1.9.a) qu’irrégulier (Fig.
L9 b).
L’équation aux dérivées partielles est approchée localement selon la formule choisie
(différences finies, en avant ou en arriére) en tout point, ou nceud, du maillage du domaine Q.

On obtient alors une molécule donnant le schéma aux différences finies (Fig. 1.10). La solution

recherchée $(i, J) est rattachée au nceud (i, j) en question (nceud central de la molécule).
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Noeuds frontitres Frontiére Noeuds frontitres Frontiére
Norud
T 1
F .!' Wy | l,lEfnlr =
| 41, j) |~ ——
I&y o —t
L3
pom]
4
{m} Digmane négaer () Dhose el

Fig. 1.9: Maillage de domaine régulier et irrégulier

A cause du changement des pas de discrétisation aux nceuds de fronticres A x — o A x et
Ay - BAy, a et B étant des coefficients de correction du pas, connus, inférieurs a 1, la

molécule est reformulée pour les noeuds aux frontieres dans le cas ou le domaine est irrégulier

(Fig. 1.10. b).

Noeud frontitre Noeud interne Noeud frontitre Noeud interne
ol Ny
||. III |1 I|' \

(@ )

Fig. 1.10: Molécule aux nceuds internes et de fronticres selon le type domaine.

On obtient les équations algébriques aux nceuds internes et aux nceuds de fronticres.

La résolution du systeme d’équations algébriques donne la solution recherchée du probléme,

&, j) en tout neeud (i, j) du maillage.

Avantages :grande simplicité d'écriture et faible cott de calcul.

Inconvénients : limitation a des géométries simples, difficultés de prise en compte des

conditions aux limites de type Neumann.

1.3bb)Les volumes finis:
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La méthode des volumes finis inteégre, sur des volumes ¢élémentaires de forme simple, les
équations écrites sous forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi de maniére naturelle des
approximations discrétes conservatives et est donc particuliérement bien adaptée aux €équations

de la mécanique des fluides :

- équation de conservation de la masse,
- ¢équation de conservation de la quantité¢ de mouvement,

- ¢équation de conservation de I'énergie.

Avantages : permet de traiter des géométries complexes avec des volumes de forme
quelconque, détermination plus naturelle des conditions aux limites de type Neumann.

Inconvénient : peu de résultats théoriques de convergence.

1.3.bc)Eléments finis:

La méthode des éléments finis est une méthode d’approximation des solutions
d’équations aux dérivées partielles qui est construite a partir d’une formulation
équivalente du probléme a résoudre ; cette dernicre est appelée formulation variationnelle
du probléme et nécessite le minimum de régularité de la solution :

Avantages : traitement possible de géométries complexes, nombreux résultats théoriques
sur la convergence.
Inconvénient : complexité de mise en ceuvre et grand colit en temps de calcul et

mémoire.
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C HAPITRE2: Formulation numérique basée sur la méthode des différences finie

pour étudier le Transfer thermique dans un domaine régulier et irrégulier

IL.1)INTRODUCTION:

La résolution effectuée au chapitre précédent a permis d’obtenir des solutions
analytiques qui peuvent servir de référence. Ces solutions correspondent a la réponse
stationnaire d’un systéme couplé non borné. Il est nécessaire de proposer un modele
numérique afin de prédire la réponse compléte de systemes couplés de dimensions finies
soumis a des chargements mobiles plus spécifiques.

Les solutions numériques sont des solutions approchées qui peuvent étre obtenues par
diverses méthodes. Parmi celles-ci, on peut citer la méthode des différences finies et la
méthode des ¢léments finis. La méthode des différences finies est la méthode la plus
ancienne. Son principe repose sur I'utilisation des développements limités de Taylor et sur la
discrétisation du domaine et des grandeurs étudiés. Pour une étude mathématique
approfondie, on pourra se référer aux ouvrages de Sibony ef al. (1982) et de Euvrard (1988).
La méthode des ¢léments finis est plus récente et peut étre utilisée dans des domaines
scientifiques trés divers. Son principe repose sur 1’utilisation de formulations variationnelles
(Bathe (1982), Batoz et al.(1991), Zienkiewicz et al.(1991), Morand et Ohayon (1994)).

Avec la méthode des différences finies, les équations sont plutdt simples. La précision
de la méthode est directement dépendante de la finesse de discrétisation. Pour la méthode des
¢léments finis, la pertinence repose en partie sur la richesse de 1’élément choisi qui conduit a
une plus grande complexité pour chaque élément.

Dans le probléme qui nous intéresse, on est obligé d’adopter un maillage trés fin car les
erreurs sont trés petites. Il est donc préférable d’avoir des nceuds nombreux plutét qu’une
complexité dans la maille. C’est la raison pour laquelle la méthode des différences finies est

préférée dans cette étude.
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11.2)LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES (MDF):

I1.2a) Approximation des opérateurs différentiels :

Pour un probléme de dynamique, deux types de variables sont a considérer: les
variables spatiales et la variable temporelle. Pour I’espace, une longueur L est « découpée » en
trongons de longueurs dx .

Les expressions des différences finies sont issues de développements de Taylor a
différents ordres. Elles sont des approximations du résultat exact et induisent, par conséquent,
une erreur de troncature. On distingue : les différences a gauche (ou régressives), les
différences a droite (ou progressives) et les différences centrées.

Le développement de Taylor d’une fonction f au voisinage du point y; a 1’ordre n peut

s’écrire :
S Qi) =S (i +dy)
2 A2 n AN
ox Xi 2 oy, 1 n- oy "

En notant f{i) I’évaluation de la fonction f"au point y; et en utilisant 1’expression (IL.1)
ainsi que le développement de la fonction fau point y;.1, on obtient les trois approximations de

la dérivée premiere de la fonction f'au point y; :

i( X)= SE+D= /@) +o(dy) (différence progressive) (IL2)
dy dy

i()(,-) = PAURNAG] + o(dy) (différence régressive) (IL3)
dy dy

i(xl-) = Sa+D=fi=D + o(a’x2 ) (différence centrée) (I1.4)
dy, 2dy,

Dans les expressions (I1.2) et (II.3), I’erreur de troncature est en o(dy) c’est-a-dire du
premier ordre. L expression (I1.4) est obtenue a partir de la somme des expressions (I1.2) et
(IL3). L’erreur de troncature est du second ordre en o(dy’).

La dérivée seconde de la fonction f'au point y; s’écrit :

2 . . .
%(xi):f(”l)_zf(;)*f(’_l) FO(@LE) oo, (IL5)

dy, Ay,

Application de la méthode des différences finies dans des géométries complexes Page 23



Chapitre 02 Formulation numérique basée sur la méthode des différences finies pour étudier le transfert
thermique dans un domaine régulier et complexe géométriquement

I1.2b) Schémas de résolution de I’équation de Laplace :

Pour I’étude des problemes thermiques stationnaires, 1’objectif est de déterminer
I’évolution de la température par la résolution de 1’équation de Laplace du systeme
mécanique. Autrement dit, une fois les équations discrétisées, il s’agit de connaitre le champ
thermique a x+dx et I’ordonnée y+dy. La MDF conduit a deux méthodes de résolution
différentes : les méthodes directes et les méthodes itératives.

Nous avons I’équation de Laplace s’exprime sous la forme suivante :

o'T
ox’

o'T _

+hky— =
kyayz

La résolution par la méthode des différences finies , et par I1’application de

développement de Taylor , nous obtenons :

FT_TM-ar)+r
6y2 Ay2

et

o'T _ Zil _2Tij +Ti¥/1
- 2

5 FO(AX) o (IL.8)
ox

Par I’addition de deux équations I1.7 et I1.8 , nous trouvons :

P iiz A i ZAZZ LI S (IL9)
Par la simplification, nous obtenons :
Nous posons :
ry= Ak;:z rx = Ak:z
et
Alors :
(I =21 + 17 )+ T, - 217 +7,) =0

Donc ;

2y + ) = {7, + 17 )+ ol +77)
Et finalement :

L e 472 )l 7o (I1.10)

T/ =— '
’ Z(ry + rx) [ o
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T’ présente le vecteur des inconnus qui satisfait I’équation de Laplace, apres la prise

en compte les conditions aux limites.

I1.2C) Géométrie réguliére:

Dans ce qui suit, on est amené a discrétiser 1’équation de Laplace pour le probléme
thermique stationnaire. Pour cette étude, on suppose que le domaine spatial est régulier par
rapport a I’axe (Ox) et (Oy).

Quel que soit le systeme de coordonnées choisi, (cartésien (x,z)), la discrétisation du
domaine spatial est identique (Fig. I1.1). On utilise un maillage régulier (Ax, Ay) de I’espace
(X, y) depuis les valeurs origines (x = 0, y = 0) jusqu’aux valeurs finales (X = Xsin, ¥ = Vjin)-

On attribue un indice a chaque variable d’espace tel que :

X, =iAx, x, = NxAx, i =0..Nx

Y, =JjAv, y,, =NyAy, j=0..Ny

i

{43 @ & & @B @& 8§ & B W 1.1”
f+1 8 * & 8 8 8 ° & &
i L ] L L ] L ] L ] L L ] L [ ] L
i—I # & & & & % @& @® # @

--‘
]
L]
.
[ ]
]
L ]
»
[ ]
.
]

.
-
.
.
]
.
']
.
L ]
-
|

Fig. I1.1 : Géométrie et maillage du domaine spatial

Cependant, suivant le repére de coordonnées, les dénominations de la variable d’espace
x ouy, du pas d’espace Ax ou Ay et du nombre de nceud Nx ou Ny changent, I’expression de

Laplace est donc s’écrit sous la forme suivante :

= ; J J JjH Jj-1
T = St ledT, + 17 )+ T + )| (AL11)

Avec : kx et ky présentent la conductivité thermique suivant I’axe x et y respectivement,

dans le cas ou le matériau est isotrope :
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T/ = %[(T’ T )+ (T 7)o (IL12)

i+l

Il reste maintenant 1’application des conditions aux limites pour résoudre le probléme

avec l’utilisation d’un processus direct ou itératif.
I1.2D) Géométrie irréguliére :

a- Géométrie irréguliére et maillage régulier :

Nous considérons la géométrie illustrée dans la figure III.2 , nous remarquons que le

maillage adopté est régulier , mais les fronti¢res présentent une courbure .
|

=R
(S

Ay k,

P (i,j) T~

AX

A
\ 4

Fig. I1.3 : Maillage autour du point « P »

Pour traiter les régions irréguliéres avec un maillage rectangulaire ou carré, on
interpole les frontieres par I’introduction d’une interpolation linéaire :

On applique d’abord 1’équation de Laplace sous forme discrétisée au point P:
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T )+ (T T (IL.13)

i+l

r =z[(T’

L’interpolation au voisinage de P par rapport a I’axe x , On trouve :

T = {i (T(Ax—dx) + Tdx) +——(T(Ay - dv) + Tdy)l} ................ (IL.14)
Ax Ay

Puisque le point a la limite présente une valeur connue, nous trouvons :

T =[f+ 1]

Avec :

1 /.. . , . odx Ax
—\T (Ax—dx)+ T /dx)=f. =T/ =-T’ +
Ax( 1+1( x) i 'x) .f;c i+l i Ax—dx ﬁc A_x—dx

1. , : ,_dy Ay
—(T" Ay —dy)+TVdy)= f, = T/ =-T’ +1,
Ay(, Ay —d)+Tdy)=f, =T, o dy JiAy_dy

En remplacant cette égalité¢ dans I’équation de Laplace et on trouve ::

L L S Y .
4 Ax—dx " Ax—dx Ay—-dy " Ay-dy

(4+ &, & )Tif:T[fl+T,.f‘1+(fx Ax +j+ £ &,
Ax—dx Ay—dy Ax —dx " Ay—dy

Et alors , on obtient finalement 1’expression suivante :

. 1 . y Ax Ay
T/ = T/ +T"" + + |+ Sl | P II.15
! (44 dx N dy ){ o (fox—dx j [f‘ Ay —dy H ( )
Ax—dx Ay-dy

b- Géométrie Irrégulicre et maillage irrégulier :

Pour éviter le traitement par interpolation des frontiéres courbes ou curvilignes, la
méthode de transformation géométrique est trés efficace pour ce cas d’analyse. En effet, nous

considérons une géométrie réelle courbe ou curviligne suivante :

Fig. I1.4: description de géométrique d’un domaine irrégulier
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An

\ 4

Fig. I1.5 : description de transformation géométrique
L’équation de Laplace s’exprime en fonction des variables indépendantes (x et y) , la
transformation géométrique permet de formuler le probléme dans les cordonnées
paramétriques (1 et §). Cette transformation est appelée la transformation Jacobienne :
o°T o°T o*T o0°T

T (IL.16)
x2 a)/.Z 852 8772

Nous avons alors ;

£=¢lny) et p=nlxy)

A D’aide de la loi de Chain , la premiére dérivée s’exprime par :
or _or 85 aT on

o 85 ox 877 ox
or 8T6§ 6T677

o ey ooy

Alors , la seconde dérivée sera :

T _orT e ordm  , 0T 95dn 62T(6_§j2 +62_T(6_17j2
ox*  0& ox*  On oOx? 0&on ox ox 0O&*\ Ox on*\ ox
FT _oT&¢ T , 0T 9&on aZT[a_gj +82_T(8_77J2
oy* 0g oy* Onoy*  0g0ndy dy 05*\dy) Oy

Donc , I’équation de Laplace se transforme en fonction des coordonnées paramétriques :
or (a_f) NN (anj o) |07 (6_66_77) ozon
0&% |\ ox oy 677 Ox oy 8§8n Ox Ox oy Oy
2 2
(a fj o l|, [52_’7)+ Inll_g
6§ oy? on|\ ox? oy?

Il est clair que cette transformation contient plusieurs termes en fonction des

coordonnées paramétriques .

I reste maintenant de définir les termes de la transformation Jacobienne. La

transformation inverse nous donne :
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x=x&n) et y=y&n)

La matrice de transformation est basée sur la détermination des termes inconnus en
fonction des termes connus :

O¢ 6c on On  Ox Ox Oy Oy

o oy ox oy  OF on o0& on

termes inconnus termes connus

................... (IL.18)

Par la loi de Chain :

OF or'ox oTdy [oT]| [ox oy |or
05 oo ayoi _|og|_|ogoc | ax
OT _oT ox oT oy ~|oT| |ar dy or
on oxon ovon |0 on on || oy
on oOxoOn 0Oy on n non

D’ou ;

o(&,m)

J présentes le Jacobien de la transformation géométrique, a I’aide de la méthode

e (TL19)

. . . . . 1
classique de Cramer, on peut facilement obtenir I’inverse de cette matrice ouJ " :

or__1 {a_Ta_y_a_Ta_y}

o det(J)| 0& on  on o&
or 1 |orax or ox
oy det(J)| on oz o& on

Finalement, les opérateurs différentiels s’expriment sous la forme :

dé = a—ggdx +%dy

=&(x, P
{5 ] §Ex Y ; - SRR (11.20)
ﬂ_ﬂxay dn: de+ ﬂdy
ox
Avec :
9¢ o
dg _| ox oy dx
dn| |91 0n | dy
Ox Oy

D’une autre partie ; nous avons la transformation de la géométrie réelle est :

) dng—xd§+§—xdn
x=x(&,
{ N d T (I1.21)
y:y(é’ﬂ) dx:a—yd§+a—yd77
o on
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Donc ;
orax
dx _|o¢ on dé
dy] |9 Y |dn
o¢ on

D’apres les deux opérateurs, nous obtenons :

o oc| faxox]' foc o¢ ¥ _ox

ox oy | _| 0& on oxox|_ 1 | on on 1L.22

on o = & o = onon |~ dets o SRR | | W)

ox oy o0& on oy oy 05 0¢

La relation finale entre les deux transformations, s’exprime par :
6__1 o,
ox  det(J)on’
& 1
0 det(J) 0’
d o (11.23)
on___1 o,
o det(J) &’
1 @
dy det(J)d&
Revenant a 1’équation de Laplace en fonction des coordonnées paramétriques :
2 2 2
O O g O 0T O o (IL23)

l"é 852 l"ﬂa—772+ 1"57]—856774'}"5%4'}"’7%:

Avec :

A D’aide de développement limité de Taylor :
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T _ T;:l — 2Tnm + T;Zl
082 A&

o°T T - 2T + T
on* A

o T =T
o0&n  20&An

or _ T;:Tl B anfl
o 2A¢

oT ~ Tnm+1 _ TnnH
oan 24

Nous introduisons ces termes dans 1’équation de Laplace et nous trouvons :

of Ty =21 + T, of I =21 + T, T =T
I"f + I’q + rfﬂ _—
Ag? An? 0&An

I e e mm—
+r, +r, =0
2AE 2An

2
e . A 1 A
Par une simplification a 1’aide des coefficients : o = —9&,7 =—etd = Ag , hous
2An An An

(11.24)

obtenons :
R(rn =21 1 )+ 82 (0 =21 + T )4 (T =)
+ 0.5?‘5 (T;Kl — 7';’:)4_ ar, (T;lmﬂ . Tnm_1): 0

Par la sommation des termes semblables, I’expression finale approximée en fonction des

coordonnées paramétriques est :
T" = ! [(r2+0 S, )T'” +(r2—05r )T'” +(5r2+ar )T'"“+(5r2—ar )T'"’l+ 2( ’"“—T””l)]
n (2}"2 4 25]"2} & e I3 e -l n n)n n n)on W.ﬁn n+l n-1
4 n

(11.25)

I1.2¢e) Conditions aux limites :

La modélisation des conditions aux limites est une étape importante et, pour de
nombreuses études, les conditions aux limites modélisées doivent étre le plus proche possible
des conditions aux limites réelles ou expérimentales.

Pour cette étude, la réponse d’un systéme couplé est calculée avant toute valeur de T sur
les bords du domaine, de telle sorte que celle-ci peut étre considérée comme le début de la
réponse d’un systéme infini. Dans ce cas, les conditions aux limites n’existent que pour
« fermer » le domaine de calcul qui est supposé grand. Pour cette géométrie, on impose des

conditions aux limites de type Dirichlet.
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I1.3)Les méthodes de résolution:
Des méthodes numériques appropriées sont utilisées dans le cadre de la MDF pour
construire les matrices et résoudre les systemes d'équations algébriques obtenus. On décrira

dans ce chapitre de mani¢re sommaire :

- la méthode d'é¢limination de Gauss et les décompositions associées pour effectuer la
résolution des systémes linéaire ;

- les processus itératifs tels que : La méthode de Gauss-Seidel, Jacobi et de relaxation.

I1.3.a) Méthode de Gauss :

Le systeme Ka = F lorsque K ne dépend pas de a est linéaire. Le nombre n d'inconnues
est proportionnel au nombre total des nceuds d'interpolation et au nombre des degrés de liberté
par noeud. La précision et la taille des problémes que nous pouvons résoudre par la méthode
des ¢léments finis sont limitées par la dimension des systemes d'équations obtenus. Il est tres

rare a l'état actuel des choses que 1'on dépasse un million d'équations.

Les méthodes de résolution des systémes linéaires peuvent étre classées en deux catégories:
(1) les méthodes directs (méthode d'élimination de Gauss, méthode de Cholesky);

(1) les méthodes itératives (Gauss-Seidel,...).

Les premieres méthodes sont plus sensibles aux erreurs d'arrondis dus a la précision limitée

des calculateurs.

La méthode de Gauss consiste en deux étapes:

- triangulation avec ou non la recherche du meilleur pivot;
- résolution du systéme triangulaire supérieur.

La méthode de Gauss décompose en fait la matrice K sous la forme K = LS, avec L une
matrice triangulaire inférieure a termes diagonaux unités et S la matrice triangulaire

supérieure obtenue par ¢limination directe de Gauss.

K=0L""1"2._.L'S
%/—/
L (I1.26)
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avec

-/ -0 1 /. = K(sfl) (K(sfl) -1
L n,s i et s is ss

i=s+l..n 127
sy—1 s ivi i .

On vérifie facilement que: (L) =-L"+21 et LL'=L+L' -1

Il existe d'autres formes de décomposition:

- forme LDU, obtenue en décomposant S en le produit d'une matrice diagonale D et d'une

matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonales unités U;

- forme de Crout, pour les matrice symétriques K = LDL';

- forme de Cholesky, lorsque K est symétrique définie positive K=L.L. avec:

......................................................... (I1.28)

Des adaptations des algorithmes au cas ou la matrice est stockée par ligne de ciel sont

disponibles.

I1.3b)Méthode de Gauss-Seidel:

Soit une matrice A dont tous les ¢éléments diagonaux sont non-nuls. Pour une matrice
creuse on doit pouvoir mettre en évidence une diagonale non nulle par des permutations des
lignes et des colonnes. On appelle normalisation des équations la mise en évidence d’un et
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elle diagonale et son existence constitue une condition nécessaire pour la non-singularité de la
matrice. Considérons alors le systéme linéaire Ax =b

allxl + al2x2 + al3x3 = bl (I11.29)
a2l x1 + a22x2 + a23x3 = b2 (I11.30)
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3 (I1.31)

Explicitons 1’¢lément diagonal de chaque ligne étre écrivons le systéme de la fagon
Suivante :

x1= (b1 —al2x2 —al3 x3)/a11 (I1.32)
x2 = (b2 —a21x1 —a23 x3)/a22 (I1.33)
x3 = (b3 —a31x1 —a32 xZ)/aS (I1.34)
Donc:
Xi = i bi - ¥ixj aij Xj ({L-35)

j=1
I1.3c) Méthodes de relaxation:

La méthode permet d'accélérer la convergence par rapport a la méthode de Gauss-
Seidel. Elle consiste a pondérer, a chaque itération, le résultat obtenu par la méthode de
Gauss-Seidel et le résultat de 1'itération précédente, par l'intermédiaire d'un paramétre de
relaxation w compris entre 0 et 2.
Si I'on note x(k+1, 1) GS la valeur de xi a I'itération k + 1 évaluée par la méthode de Gauss-
Seidel.

La valeur a l'itération k + 1 est :
xF1= (1 — w) x5+ wxkt1 Gs (I1.36)

Pour w =1, on retrouve la méthode Gauss-Seidel.
Pour w >1, on parlera de sur-relaxation.
Pour w <1, on parlera de sous-relaxation

x{-‘“:% bi — Xij aij Xj| + (1 — ) x{ (I1.37)
j=1
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A la fin de ce chapitre, nous résumons les ¢tapes de base pour résoudre le
probléme traité :

Résolution par MDF

l

Choix de la géométrie :
- Réguliere
- lrréguliere

Géométrie Géométrie réguliere
Irréguliére
Maillage régulier Maillage irrégulier Schéma de Laplace
Standard
L'interpolation des Calcul J et J*! . -
L. Conditions aux limites
régions courbes

l l l

Schéma de Laplace Schéma de Laplace Méthode de résolution
En coordonnées de systéme algébrique
l paramétriques
Conditions aux limites l l
Conditions aux limites Valeurs de T
l approchées
Méthode de résolution l
de systeme algébrique Méthode de résolution
de systeme algébrique
Valeurs de T l
approchées Valeurs de T
approchées
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C HAPITRE 3: Algorithme de résolution en régime stationnaire & temporel

II1.1)Introduction:

L’intérét principal de cette section est de présenter 1’évaluation et la validation de notre
formulation par MDF présentée dans ce travail, les géométries étudiées sont des géométries régulieres
et irrégulieres pour étudier les phénomenes de transfert de chaleur par conduction.

II1.2 : Exemple de la validation:
trois cas d’études seront considérés par la suite a savoir :
- Cas 01 : géométrie réguliere avec 1’¢tude de 1’effet du maillage et la méthode de
résolution
- Cas 02 : ¢tude de la diffusion de la température dans un domaine régulier avec un maillage
irrégulier
- Cas 03: ¢tude de la diffusion de la température dans domaine irrégulier et un maillage
irrégulier
I11.3) Les résultats de calculs pour le cas 01:
Nous un maillage régulier pour étudier le champ thermique dans une géométrie régulicre , les
méthodes de résolutions sont : la méthode de Gauss- Seidel et de relaxation
II1.3a)Effet de la geometrie Ix et ly avec un maillage régulier :
Casl.1: (Lx=Ly =l avec nx=ny=10)
v Pour la méthode de Guas iedel:
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Fig II1.1): le profil de température a I'aide de 1a méthode de Gauss Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10:
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

v’ pour la méthode de Relaxation:

Si w=0.4
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Fig 111.2): le profil de température a I'aide de 1a méthode de Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10 et w=0.4:
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si:w=0.8
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Fig 111.3): le profil de température a I'aide de 1a méthode de Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10 et w=0.8:
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Cas 1.2:
(Lx=1 et ly=5 avec nx=ny=10)

v" Pour la méthode Gauss Seidel:
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Fig I11.4): le profil de température a 1'aide de la méthode de Gaus-Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10 et Lx=1et Ly=5:
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

v" Pour la méthode Relaxation :

Si w=0.4
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Fig I11.5): le profil de température a I'aide de l1a méthode de Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10et Lx=1etLy=5w=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.8
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Fig I11.6): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10etLx=1etLy=Setw=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

I11.4b) Effet de raffinage du maillage:
Casl.3: Ix=ly=1 avec nx=ny=5

v" Pour la méthode Gauss Siedel:
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Fig II1.7): le profil de température a I'aide de l1a méthode Gaus-Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=5 et Lx=Ly=1
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

v" Pour la méthode de Relaxation:
Si w=0.4:
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Fig 111.8): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=5 et Lx=Ly=1et w=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.8
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Fig 111.9): le profil de température a I'aide de l1a méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=5 et Lx=Ly=1et w=0.8
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Cas 1.4: Lx=Ly=1 avec nx=ny=20
v" Pour la méthode de Gaus-Seidel:
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Fig 111.10): le profil de température a I'aide de la méthode Gaus-Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=20 et Lx=Ly=1
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

v" Pour la méthode de Relaxation:

Si w=0.4
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Fig II1.11): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=20 et Lx=Ly=1 et w=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.8
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Fig II1.12): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=20 et Lx=Ly=1 et w=0.8
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Cas 1.5: Lx=Ly=1 avec nx=ny=40
v Pour la méthode de Gaus-Seidel:
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Fig 111.13): le profil de température a I'aide de la méthode Gaus-Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=40 et Lx=Ly=1

(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.4
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Fig 111.14): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=40 et Lx=Ly=1et w=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.8
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Fig I11.15): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

'
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domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=40 et Lx=Ly=1et w=0.8
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

I11.3.b) Tableau de comparaison des méthodes de résolution (GS et relaxation)

Nous considérons les paramétres géométriques : Lx=Ly=1 avec nx=ny=10
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TablIL.1): Tableau de quelque résulte pour le maillage nx=ny=10 et Lx=Ly=1

Méthode Gaus- Méthode Relaxation Méthode Relaxation
Itération
Seidel Si w=0.4 Si w=0.8
10 3.1636 0.1270 1.6373
20 12.6131 1.8277 8.9828
50 26.1065 12.4348 23.5084
100 29.6833 23.3784 29.1187
150 29.9742 27.5354 29.8804
200 29.9979 29.0829 29.9838
29.9987 29.9965 29.9983

Final

(iteration 209) (iteration 481) (iteration 256)

Cas 2 : étude d’une géométrie réguliére et un maillage irréguliér :

Ce test présente la performance de la formulation par MDF un maillage irrégulier, nous considérons

une géomeétrie réguliere comme le montre la figure suivante :

Figure III 16 :maillage irrégulier d’un domaine carré

Application de la méthode des différences finies dans des géométries complexes Page 52



Chapitre 03 Algorithme de résolution en régime stationnaire & temporel

Les conditions aux limites sont :

T(0,0) =-4
T(0,1) =3
T(1,0) =-3
T(1,1) =2

La solution exacte proposée est :
T(x,y)=x*+y*>—-4
La comparaison sous format numérique est donnée dans le tableau suivant :

Tableau II1.2: La comparaison sous format numérique

Coordonnées
Neeud T Approche Texacte
) )

Neeud 1 0,00 0,00 -4 -4
Neeud 2 1,00 0,00 -3 -3
Neeud 3 1,00 1,00 -2 2
Neeud 4 0,00 1,00 -3 -3
Neeud 5 0,30 0,30 3.4875 -3,82
Neeud 6 0,60 0,40 3.0259 -3,48
Neeud 7 0,70 0,66 2.8902 -3,0744
Neeud 8 0,35 0,80 2.8820 -3,2375

Cas 3 : étude d’une géométrie irréguliére et un maillage irrégulier :
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===

Tableau II1.3: les résultats numériques pour le nceuds centre (x=0.6 et y = 0.7) en

fonction de la méthode de résolution

T Approche
sz . T Approche

itération Gs Relax T exacte

w=0.8
10 -1.254 -1.154 3.15
20 -2.584 -2.0154 -3.15
30 -2.812 -2.458 -3.15
40 -3.008 -2.895 -3.15
50 -3.098 -2.978 -3.15
100 -3.138 -3.120 -3.15
150 -3.146 -3.129 -3.15
-3.149 -3.149 -3.15

finale
(159) (165)
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I11.4 Conclusion :
Les résultats indiqués sur ces figures et les tableaux suscitent les commentaires

suivants :

e Nous montrons dans ce cas-1a, le maillage en fonction des pas par cotés donne
méme résultats pour toutes discrétisations ainsi que tous ces résultats sont proches a la
solution exacte du probléme traité, ¢a présente la performance de notre formulation en

MDF dans le cas ou la géométrie ou/et le maillage sont réguliers

e D’autre part de ce test, nous avons aussi présenté I’influence de la méthode de
résolutions sur la convergence vers la solution exacte dans le domaine réguliére ou
irrégulier , il est claire d’apres les hypothéses et la stabilité de chaque processus , que la
convergence variée entre chaque méthode itérative. En plus, la performance de notre

formulation est bien marquée dans ces cas.

e Puisque notre formulation est basée sur le développement de Taylor ainsi dans
les régions irréguliers permet d’ajouter les termes de premier ordre , la performance et

I’efficacité est bien marquée dans les cas 3.
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C HAPITRE 3: Algorithme de résolution en régime stationnaire & temporel

II1.1)Introduction:

L’intérét principal de cette section est de présenter 1’évaluation et la validation de notre
formulation par MDF présentée dans ce travail, les géométries étudiées sont des géométries régulieres
et irrégulieres pour étudier les phénomenes de transfert de chaleur par conduction.

II1.2 : Exemple de la validation:
trois cas d’études seront considérés par la suite a savoir :
- Cas 01 : géométrie réguliere avec 1’¢tude de 1’effet du maillage et la méthode de
résolution
- Cas 02 : ¢tude de la diffusion de la température dans un domaine régulier avec un maillage
irrégulier
- Cas 03: ¢tude de la diffusion de la température dans domaine irrégulier et un maillage
irrégulier
I11.3) Les résultats de calculs pour le cas 01:
Nous un maillage régulier pour étudier le champ thermique dans une géométrie régulicre , les
méthodes de résolutions sont : la méthode de Gauss- Seidel et de relaxation
II1.3a)Effet de la geometrie Ix et ly avec un maillage régulier :
Casl.1: (Lx=Ly =l avec nx=ny=10)
v Pour la méthode de Guas iedel:
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Fig II1.1): le profil de température a I'aide de 1a méthode de Gauss Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10:
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

v’ pour la méthode de Relaxation:

Si w=0.4
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Fig 111.2): le profil de température a I'aide de 1a méthode de Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10 et w=0.4:
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si:w=0.8
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Fig 111.3): le profil de température a I'aide de 1a méthode de Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10 et w=0.8:
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Cas 1.2:
(Lx=1 et ly=5 avec nx=ny=10)

v" Pour la méthode Gauss Seidel:

Application de la méthode des différences finies dans des géométries complexes Page 39



Chapitre 03 Algorithme de résolution en régime stationnaire & temporel

e Tw O o R T on O

#

e

L lnrrpdiat

§

L Tervpsiisdure
bad

i} = = = . F. ' ' ' i
boas 1 18 H 1 3 & 4F 8 ol 0BI o3 B4 0 o6 AF @A QR |
I Eegpamy sn] o 6

(b) (a)

la termpératune T en C°

o4

n]
la largueur sunant ane Y 0 ta hergueur suvant ane X

(c)
Fig I11.4): le profil de température a 1'aide de la méthode de Gaus-Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10 et Lx=1et Ly=5:
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

v" Pour la méthode Relaxation :

Si w=0.4
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Fig I11.5): le profil de température a I'aide de l1a méthode de Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10et Lx=1etLy=5w=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.8
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Fig I11.6): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10etLx=1etLy=Setw=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

I11.4b) Effet de raffinage du maillage:
Casl.3: Ix=ly=1 avec nx=ny=5

v" Pour la méthode Gauss Siedel:
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Fig II1.7): le profil de température a I'aide de l1a méthode Gaus-Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=5 et Lx=Ly=1
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

v" Pour la méthode de Relaxation:
Si w=0.4:
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Fig 111.8): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=5 et Lx=Ly=1et w=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.8
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Fig 111.9): le profil de température a I'aide de l1a méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=5 et Lx=Ly=1et w=0.8
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Cas 1.4: Lx=Ly=1 avec nx=ny=20
v" Pour la méthode de Gaus-Seidel:
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Fig 111.10): le profil de température a I'aide de la méthode Gaus-Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=20 et Lx=Ly=1
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

v" Pour la méthode de Relaxation:

Si w=0.4
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Fig II1.11): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=20 et Lx=Ly=1 et w=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.8
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Fig II1.12): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=20 et Lx=Ly=1 et w=0.8
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Cas 1.5: Lx=Ly=1 avec nx=ny=40
v Pour la méthode de Gaus-Seidel:
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Fig 111.13): le profil de température a I'aide de la méthode Gaus-Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=40 et Lx=Ly=1

(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.4
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Fig 111.14): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=40 et Lx=Ly=1et w=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.8
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Fig I11.15): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un
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domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=40 et Lx=Ly=1et w=0.8
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

I11.3.b) Tableau de comparaison des méthodes de résolution (GS et relaxation)

Nous considérons les paramétres géométriques : Lx=Ly=1 avec nx=ny=10
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TablIL.1): Tableau de quelque résulte pour le maillage nx=ny=10 et Lx=Ly=1

Méthode Gaus- Méthode Relaxation Méthode Relaxation
Itération
Seidel Si w=0.4 Si w=0.8
10 3.1636 0.1270 1.6373
20 12.6131 1.8277 8.9828
50 26.1065 12.4348 23.5084
100 29.6833 23.3784 29.1187
150 29.9742 27.5354 29.8804
200 29.9979 29.0829 29.9838
29.9987 29.9965 29.9983

Final

(iteration 209) (iteration 481) (iteration 256)

Cas 2 : étude d’une géométrie réguliére et un maillage irréguliér :

Ce test présente la performance de la formulation par MDF un maillage irrégulier, nous considérons

une géomeétrie réguliere comme le montre la figure suivante :

Figure III 16 :maillage irrégulier d’un domaine carré
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Les conditions aux limites sont :

T(0,0) =-4
T(0,1) =3
T(1,0) =-3
T(1,1) =2

La solution exacte proposée est :
T(x,y)=x*+y*>—-4
La comparaison sous format numérique est donnée dans le tableau suivant :

Tableau II1.2: La comparaison sous format numérique

Coordonnées
Neeud T Approche Texacte
) )

Neeud 1 0,00 0,00 -4 -4
Neeud 2 1,00 0,00 -3 -3
Neeud 3 1,00 1,00 -2 2
Neeud 4 0,00 1,00 -3 -3
Neeud 5 0,30 0,30 3.4875 -3,82
Neeud 6 0,60 0,40 3.0259 -3,48
Neeud 7 0,70 0,66 2.8902 -3,0744
Neeud 8 0,35 0,80 2.8820 -3,2375

Cas 3 : étude d’une géométrie irréguliére et un maillage irrégulier :
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===

Tableau II1.3: les résultats numériques pour le nceuds centre (x=0.6 et y = 0.7) en

fonction de la méthode de résolution

T Approche
sz . T Approche

itération Gs Relax T exacte

w=0.8
10 -1.254 -1.154 3.15
20 -2.584 -2.0154 -3.15
30 -2.812 -2.458 -3.15
40 -3.008 -2.895 -3.15
50 -3.098 -2.978 -3.15
100 -3.138 -3.120 -3.15
150 -3.146 -3.129 -3.15
-3.149 -3.149 -3.15

finale
(159) (165)
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I11.4 Conclusion :
Les résultats indiqués sur ces figures et les tableaux suscitent les commentaires

suivants :

e Nous montrons dans ce cas-1a, le maillage en fonction des pas par cotés donne
méme résultats pour toutes discrétisations ainsi que tous ces résultats sont proches a la
solution exacte du probléme traité, ¢a présente la performance de notre formulation en

MDF dans le cas ou la géométrie ou/et le maillage sont réguliers

e D’autre part de ce test, nous avons aussi présenté I’influence de la méthode de
résolutions sur la convergence vers la solution exacte dans le domaine réguliére ou
irrégulier , il est claire d’apres les hypothéses et la stabilité de chaque processus , que la
convergence variée entre chaque méthode itérative. En plus, la performance de notre

formulation est bien marquée dans ces cas.

e Puisque notre formulation est basée sur le développement de Taylor ainsi dans
les régions irréguliers permet d’ajouter les termes de premier ordre , la performance et

I’efficacité est bien marquée dans les cas 3.
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d f: Dérivée de f
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[]: Produit

Minuscules grecques
o :Constante de Stephan Boltzmann
0 : Dérivée partielle

A: Conductivité thermique
¢ :Emissivité

Minuscules romaines

Notations & Abréviations

Abréviations

EDP: Equations aux dérivées partielles
MDF: Méthode des différences finis
MVEFE: Méthode des volumes finis
MEF: Méthode des éléments finis

Majuscules grecques

£: Opérateur différentiel
®: Flux de chaleur

Majuscules romaines

a: Coefficient d’absorption de la paroi en rayonnement F : Vecteur de sollicitations
h : Coefficient de transfert de chaleur par convection G : Eclairement

f: Fonction
k : Conductivité thermique

N : Fonction d’interpolation
L : Polynomes de Lagrange

ky: Composante de la conductivité thermique selon x K : Matrice de conductivité thermique

q : Flux thermique ¢élémentaire
t: Temps

Q: Flux thermique
R : Erreur résiduel
S: Surface

T: Température

T*: Fonction de test
W: Travail virtuel
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qui intitulé :

(Application de la méthode des différences finies dans des
géométries complexes)

Le but de ce travail est de la formulation par MDF permet de
résoudre l'equation de la chaleur dans un domaine
rectangulaire.

Le deuxiéme objectif c¢’est de franchir les limites de la MDF
pour l'appliquer dans les domaines ou les géométries
irrégulieres .

Pour cela nous avons adopté le plan de travail suivant :

v Revue sur les méthodes de résolution de 1’équation

de la chaleur

- les modes de transfer thermique

- Méthodes de résolution d'un probléme thermique

v Formulation numérique basée sur la méthode des
différences finies pour ¢tudier le transfert thermique dans

un domaine régulier et complexe géométriquement
-Algorithme de résolution en régime stationnaire & temporel
v VALIDATIONS et EVALUATIONS

v' CONCLUSION et RECOMMANDATIONS




ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE
- les modes de transfer thermique

L’énergie correspond a un transfert ou échange par interaction
d’un systeme avec son environnement. Ce systeme subit alors
une transformation
transfert de chaleur au sein d'une phase ou, plus généralement,
entre deux phases, se faitsuivant 3 modes:
-par conduction

-par convection
-par rayonnement

Par conduction:

C’est le transfert de chaleur au sein d’un milieu opaque, sans
déplacement de matiere, sous
I’influence d’une différence de temperature.
La propagation de la chaleur par conduction a I’intérieur d’un
corps s’effectue selon deux mécanismes distincts : une transmission par les
vibrations des atomes ou molécules et une transmission par les €lectrons libre

Par convection:

Elle est souvent caractéristique de I’échange a la frontiére entre
un solide et un fluide et est donc tres liée a I’écoulement fluide
mais aussi aux géométries d’échange et aux états de surface si

un solide intervient.

Il y'a 2 mode:

convection naturelle:

Lorsqu’il se produit au sein du fluide des courants dus
simplement aux différences de température, on dit que la convection est
naturelle.

convection forcee:

Par contre si le mouvement du fluide est provoqué par une action
externe,telle une pompe ou un ventilateur, le processus est appelé
convection forcee.




Ravennement:

Dans le transfert de chaleur par rayonnement, le transfert

thermique s’effectue par

des vibrations electromagnetiques qui se propagent en ligne droite

sans aucun support materie

Meéthodes de resolution d'un probleme thermique

Méthodes analvtiques:

Lors de la résolution d’un probléme thermique ou physique par les

méthodes analytiques, on suit en général les €tapes suivantes
intégration directe

séparation des variables

séries de Fourier

Transformation de Laplace

Méthodes numériques:

Il existe plusieurs méthodes numériques de résolution de
problémes aux limites. Parmi ces méthodes, on peut citer la
méthode des différences finies, la méthode des volumes finis et
surtout la méthode des éléments finies.

MDEF:

La méthode des différences finies est basée sur I’approximation
des fonctions dérivées apparaissant dans les équations de
formulation du probléme.

Les expressions des différences finies sont issues de
développements de Taylor a différents ordres. Elles sont des
approximations du résultat exact et induisent, par conséquent,

une erreur de troncature. On distingue : les différences a gauche



(ou régressives), les différences a droite (ou progressives) et les
différences centrées.

1)Géométrie irréguliére et un maillage réguliér:

Nous considérons la géométrie illustrée dans la figure III.2 , nous
remarquons que le maillage adopté est régulier , mais les frontieres

présentent une courbure

On applique d’abord 1’équation de Laplace sous forme discrétisée au
point P elle donne 1'éxpression

2)Géométrie Irréguliere et maillage irrégulier:

Pour éviter le traitement par interpolation des frontieres courbes ou
curvilignes, la méthode de transformation géométrique est tres
efficace pour ce cas d’analyse. En effet, nous considérons une

géométrie réelle courbe ou curviligne suivante

la transformation géométrique permet de formuler le probléme
dans les cordonnées paramétriques (n et §). Cette transformation est
appelée la transformation Jacobienne
validation:
cas 01: géométrie régulicre avec I’étude de I’effet du maillage et la
méthode de résolution
Nous un maillage régulier pour étudier le champ thermique dans une
géometrie réguliere , les méthodes de résolutions sont : la méthode de
Gauss- Seidel et de relaxation
GS: la forme générale

Relaxation : La méthode permet d'accélérer la convergence
par rapport a la méthode de Gauss-Seidel. Elle consiste a pondérer, a
chaque itération, le résultat obtenu par la méthode de Gauss-Seidel et




le résultat de I'itération précedente, par I'intermédiaire d'un parametre
de relaxation w compris entre 0 et 2.

Resultal: Nous montrons dans ce cas-la, le maillage en fonction des
pas par cotés donne méme résultats pour toutes discrétisations ainsi
que tous ces résultats sont proches a la
solution exacte du probléme traité, ¢ca présente la performance de notre
formulation en MDF dans le cas ou la géométrie ou/et le maillage sont
réguliers

« Cas 02: étude de la diffusion de la température dans un

domaine régulier avec un maillage irrégulier

Ce test présente la performance de la formulation par MDF un
maillage irrégulier, nous considérons une géométrie réguliere
comme le montre la figure suivante

Les conditions aux limites sont :

T(0,0) =-4
T(0,1) =-3
T(1,0) =-3
T(,1) =-2

La solution exacte proposée est :

T(x,y)=x*+y*—-4

Resulta2: D’autre part de ce test, nous avons aussi présenté
P’influence de la méthode de résolutions sur la convergence vers la
solution exacte dans le domaine réguliere ou irrégulier , il est
claire d’aprés les hypothéses et la stabilité de chaque processus ,
que la convergence variée entre chaque méthode itérative. En
plus, la performance de notre formulation est bien marquée dans

ces cas



* Cas 03: ¢tude de la diffusion de la température dans domaine

irrégulier et un maillage irrégulier

Résulta3: Puisque notre formulation est basée sur le
développement de Taylor ainsi dans les régions irréguliers
permet d’ajouter les termes de premier ordre , la performance
et I’efficacité est bien marquée dans les cas 3

Recommandations

pour une continuation et une amelioration de ce travail peut ce résume
dans les points suivants

Conclusion finale

Enfin, nous attribuions notre modeste travail intitulé «Application de
la méthode des différences finies dans des géométries complexes »
dans D’actualit¢ de la recherche scientifique dans le domaine des

transferts thermiques soutenu par notre centre universitaire
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Chapitre 01 Revue sur les méthodes de résolution de I'équation de la chaleur

C HAPITRE 1: Revue sur les méthodes de résolution de I’équation de la chaleur

I.1) Introduction:

L’¢énergie correspond a un transfert ou échange par interaction d’un systéme avec son

environnement. Ce systéme subit alors une transformation.

Lorsque deux systémes sont a des températures différentes, le systéme le plus chaud céde
de la chaleur au plus froid. Il ya échange thermique ou encore transfert thermique entre ces
deux systémes. Cette situation se rencontre dans de nombreuses situations industrielles
(moteurs thermiques ou méme électriques, echangeure de chalure,centrales électriques au fuel

au gaz, etc...,) ou domestique (chauffage de 1’habitat).

transfert de chaleur au sein d'une phase ou, plus généralement, entre deux phases, se

faitsuivant 3 modes:

-par conduction

-par convection

-par rayonnement

I.2):Les modes de transfer:

I.2.a):Transfer par conduction:

1

1. conduction

hy e

Fig I.1:Transfer par conduction
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Chapitre 01 Revue sur les méthodes de résolution de I'équation de la chaleur

1.2.aa) Definition:

C’est le transfert de chaleur au sein d’un milieu opaque, sans déplacement de matiére, sous
I’influence d’une différence de temperature.

La propagation de la chaleur par conduction a I’intérieur d’un corps s’effectue selon deux
mécanismes distincts : une transmission par les vibrations des atomes ou molécules et une transmission
par les électrons libre

1.2.ab)loi de Fourier:

La théorie de la conduction repose sur I’hypothése de Fourier : la densité de flux est

proportionnelle au gradient de température :

¢ = —ASgradT ... ... oo cee cvv e o (1 1)

Ou sous forme algébrique :

Ox = —AS== e e e e (L2)

avece .

5: Flux de chaleur transmis par conduction (W)
A: Conductivité thermique du milieu (W m-1 °C-1)
X: Variable d’espace dans la direction du flux (m)
S: Aire de la section de passage du flux de chaleur (m2)
I.2.ac)Flux de chaleur :

Un flux de chaleur est une quantité d’énergie transférée sous forme de chaleur par

unité de temps.

C’est donc une puissance, qui s’exprime en Watt (J/s)

_Q

B = o

e (13)

I.2.ad)Densité de flux:

En général, le flux échangé a travers une surface n’est pas uniforme sur toute la

surface.
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Chapitre 01 Revue sur les méthodes de résolution de I'équation de la chaleur

On définit alors une densité de flux de chaleur(¢) qui correspond a un flux de chaleur

0
par unité de surface (en W/m2): Q= a—(z .............................. (1.4)
Si le flux est homogéne en tout point de la surface alors : Q= % ............ (L.5)

@ séxprime en W.m—2.
Pour une surface dont la normale n est orientée de maniére quelconque par rapport au flux:
0P = @.N.dS= (P.S.COSUerrrrnrerarinrerarsnrenannasans (1.6)

Le flux a travers une surface quelconque sécrira donc :

G =[50 NS eeeennn(LT)

1.2.ae)Le coefficient de proportionnalitéA:

C'est la conductivité thermique du matériau, elle dépend du matériau et de sa température.

A séxprime en (W m-1 °C-1) C’est une énergie par unité de temps, par unité de longueur et par unité de
différence de temperature.

I.2.af)Hypothese stationnaire:

Dans cette hypothése, rien ne dépend de la variable temps t : T(x,t) =T(x)

La température de cette tranche de matiere de longueur dx demeure constant

¢ (x) ¢(x + dx)

Figl.2: Hypothése Stationaire

Par conséquent: ¢ (x)= ¢ (x + dx) Le flux de chaleur est constant on écrire :

_A(to—tD)
l

¢
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I.2.ag)Hypothése inistasionaire :
Le domaine temporel correspond a une €lévation de la température du temps.
I1 définit donc le régime transitoire car les températures dépendent du temps.

T=f(xyzt)

Pour la résolution des problémes thermiques on est souvent appeler a rechercher 1’équation de

la distribution de la température qui est elle-méme celle du champ de température.

Selon les exigences une étude thermique peut étre considérée dans I'un des cas

suivants :
Stationnaire Variable
Unidimensionnelle JdT 0T oT 0T 0T
T = ’—:—:0,—:0 T = ,t’ —=—=0
f6 55 = %2 at [t 5 =%
Bidimensionnelle 0T JT oT
T = —=0; — = T = , Y, t), —=0
Tridimensionnelle T = f(uy2), (Z_'I _ 0 T =f(x,y,21t),

Tableau L.1: Résumé des fonctions de distribution de température

I.2.b)Transfert par convection:

= . «oerywesa oy

Fig 1.3:Transfer par convection
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1.2.ba)Definition:
C’est un transfert qui résulte d’'un mouvement d’ensemble du matériau le supportant.

La convection a donc lieu dans les fluides (gaz ou liquides). Elle est souvent caractéristique de I’échange a
la frontiére entre un solide et un fluide et est donc trés liée a 1’écoulement fluide mais aussi aux géométries
d’échange et aux états de surface si un solide intervient. Il convient de distinguer la convection forcée
dans laquelle le fluide est mis en mouvement par un apport d’énergie mécanique extérieur (pompe,
ventilateur, ...) de la convection naturelle dans laquelle le fluide prend, en son sein, 1’énergie nécessaire au
mouvement (variation de masse volumique associée a une variation de température par exemple). De
fagcon macroscopique elle est décrite par la loi de Newton (1701)

1.2.bb)Loi de Newton:
La loi de Newton donne I’expression de la quantité dQ échangée entre la surface d’un solide a la
température Ts et le fluide a la température TT.

L’¢étude du transfert de chaleur par convection permet de déterminer les échanges de chaleur se
produisant entre un fluide et une paroi.

La quantité de chaleur dQ qui traverse dS pendant I’intervalle de temps dt, peut s’écrire :
0Q = h(Tp — To0).ds.dt ... ev vev vevcer e et e vee we e (1L9)

Quelque soit le type de convection (libre ou forcée) et quelque soit le régime d’écoulement du
fluide (laminaire ou turbulent), le flux de chaleur transmis est donn¢ par la relation dite loi de Newton
telque:

9 _ h(Tp - Too)d .10

dQ :Puissance transmise (W)

H :Coefficient d’échange:(W/m?.k)

dS :Surface d’échange (m?)

(Tp — Too): Différence de température entre le corps et le fluide (K)

1.2.bc) convection naturelle:

Lorsqu’il se produit au sein du fluide des courants dus simplement aux différences de
température, on dit que la convection est naturelle.

I.2bd)convection forcee:
Par contre si le mouvement du fluide est provoqué par une action externe,telle une pompe ou un
ventilateur, le processus est appelé convection forcee.

I.2.be)Régimed’écoulement:

Compte tenu du lien entre le transfert de masse et le transfert de chaleur, il est nécessaire de
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considérer le régime d’écoulement. Considérons a titre d’exemple 1’écoulement d’un fluide
dans une conduite :

- En régime laminaire, I’écoulement s’effectue par couches pratiquement indépendantes.

Les échanges de chaleur s’effectuent donc :

- Par conduction uniquement si I’on considére une direction normale aux filets fluides.

- Par convection et conduction (négligeable) si I’on consideére une direction non normale aux

filets fluides.

Umax
N L Ll (2

Fig 1.4:1'écoulement d'un fluide en regime laminaire
- En régime turbulent, I’¢coulement n’est pas unidirectionnel :
L’¢échange de chaleur dans la zone turbulente s’effectue par convection et conduction dans
toutes les directions. On vérifie que la conduction est généralement négligeable par rapport a la
convection, la turbulence augmente le flux de chaleur échangé entre le fluide et la paroi.

FIFIFIIIIIIFI bl
______ e o oo SONS=cQUche laminaire

\
\ \
. (L \ N\ Ugax zone turbulente

7777777 73
u=0

Fig 1.5:1'écoulement d'un fluide en regime turbulent

Le changement de régime est généralement di a 'augmentation d'un certain parametre (vitesse,
température) au dessus d'une valeur critique on quantifie cette valeur critique par des nombre
adimensionnels par exemple, le nombre de Reynolds (en convection forcée):

Re=VD/v
V: vitesse de I'écoulement; D: diamétre de la conduite; v: viscosité dynamique.
Par exemple pour le cas de I'écoulement dans les conduites; Rec=2300.
Re<2300 I'écoulement est laminaire.

Re>2300 I'écoulement est turbulent.
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I.2.c)Le Rayonnement:

3. radiation

Fig 1.6:Tnansfer par rayonnement
Dans le transfert de chaleur par rayonnement, le transfert thermique s’effectue par
des vibrations electromagnetiques qui se propagent en ligne droite sans aucun support materiel.
Le rayonnement thermique concerne les ondes electromagnetiques dont la longueur d’onde
couvre le spectre ultraviolet et le spectre infrarouge (0,01 a 100 _m) en passant par le spectre

visible (0,38 2 0,76 m).

Le rayonnement peut etre decompose en radiations monochromatiques qui
concernent une longueur d’onde determinee. aux temperatures des applications industrielles, le
rayonnement est essentiellement constitue par de I’infrarouge dont son action sur la matiere est
surtout thermique. Ce mode de transfert se rencontre dans de nombreuses applications
industrielles ,telles que :

- le sechage (papier, tissu, etc.)
- la sterilisation (flacons pharmaceutiques, produits alimentaires, etc.)
- la cuisson (teintures, enductions, etc.)

I.2.ca) Lois du rayonnement:

D’aprés la théorie du rayonnement, tout corps rayonne quelque soit sa température..
Etant a une température différente de celle des corps avoisinant, elle recoit et émet du

rayonnement thermique.
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Fig. 1.7: Emittance et Eclairement

Le rayonnement émit par la paroi, appelé aussi Emittance, est défini comme suit.
= Emittance : noté par la lettre "E", correspond a I’énergie émise par la paroi. D’apres la loi
de Stefan-Boltzman, on peut calculer I’ Emittance d’ un corps noir
E,=0T%  en[Wm?] .o (L.11)
Avec o: constante de Stefan-Boltzman, o= 5,67.10"8 [w/mz.K4];
T : température de la surface de la paroi en Kelvin
L’ indice « n » indique que le corps est noir
Connaissant I’Emittance d” un corps noir, on peut calculer le flux de chaleur émit par ce corps.
®=E,S=S.0T* EN W] it e (1.12)
Avec S : surface émettant le rayonnement.
= Emittance d’un corps réel :
E=eoT? N [W/M?) Tl (1.13)
®=Sc0T* EIL [W]eunernennennennennennennerncnncsnenncnnens (1.14)
Avec &: coefficient d’émissivité thermique, caractérisant I’état de surface ; € <1, pour les corps
noir € = 1. D’apres cette loi, on en déduit qu’un corps noir émet plus que tous les corps réels.
Le rayonnement regu par la paroi, appelé aussi rayonnement incident ou éclairement, est
défini comme suit.
= Eclairement : noté par la lettre "G", est défini comme étant le rayonnement parvenant de
I’extérieur a la surface de la paroi. Selon les caractéristiques radiatives de cette surface, une
partie ou la totalit¢ de ce rayonnement incident peut étre absorbée. L’énergie thermique du

rayonnement absorbée par la paroi peut étre calculé d’apres la relation suivante:

Avec a: coefficient d’absorption de la paroi

Pour certains corps a = «.

1.2.cb) Echange de chaleur entre surfaces:

Le phénomene de rayonnement implique toujours 1’échange de chaleur entre deux ou
plusieurs surfaces. Dans ces conditions on s’intéresse a la connaissance du flux net résultant de
cet échange de chaleur. Ainsi, le flux net est égal a la différence entre les flux de chaleur émit
et absorbé par une surface. En général, le calcul du flux net est compliqué, car il dépend des

propriétés radiatives des surfaces en interaction, de I’orientation de ces surfaces et du milieu
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qui les sépare. Parfois Les surfaces sont séparées par un milieu participant au rayonnement
(absorbant, émettant et méme diffusant) appelé milieu semi transparent.

Considérons le cas simple d’un corps de surface S1 et un coefficient d’émissivité &;, a la
température absolue T| qui se trouve complétement entouré par un autre corps noir (g,=1) de
surface plus grande S2 a la température T2 (T1>T2) (Fig. 1.8). Le milieu séparant les 2 corps
étant un milieu transparent (milieu non absorbant, non émettant et non diffusant), 1’air par

exemple, le flux net échangé est calculé de la maniere suivante.

Mo (surfaces environnantes),

£=1, T;

Fig. 1.8: Flux net échangé entre surface

En appliquant la définition du flux net échangé entre ces 2 surfaces, il en résulte :
Opet = P12 — Dog
®,_,, = S;&,6T}
D, = S;Gaps €t Gaps = a4.G = a;0Ty
®,_,; = S;a;0T,
d’ou Dper = S10(e; T — a; Ty)
et pour € = a,
@, = S180(T{ — TS) en [W] oo c+-(1.16)
Pour plus de commodité, nous écrivons 1’expression précédente du flux net sous la méme
forme que celle de la convection. Au lieu du coefficient de convection h nous introduisons le
coefficient de rayonnement h,. Ainsi nous aurons la relation suivante :
Dpet = S1hp(T1 = T2) cevveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiecnecinennee (I17)
avec Ry =08 (T1+T3) (T2 +T3) coeeeeeeeeeieeeeeeeneeeeeenenn. (1.18)

1.2.d) Modes de transfert de chaleur combinés

De manicre générale, il est rare de trouver un processus de transmission de chaleur

réalisé sous un seul mode de transfert de chaleur (conduction, convection ou rayonnement).
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Dans la plupart des cas pratiques les modes de transfert de chaleur sont combinés et associés a

2 ou 3 modes en méme temps.

Exemple : pour un corps chaud en contact d’un fluide, sa chaleur est transmise au milieu

ambiant par convection et rayonnement. Dans ce cas 3 situations peuvent se présenter.

e Si le corps est en contact de liquide c’est la convection qui est dominante ;
e Si le corps est a haute température et est en contact de gaz, c’est le rayonnement qui est
dominant ;

e Siaucun mode n’est dominant, on doit considérer la convection et le rayonnement.
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1.3) Méthodes de résolution d'un probleme thermique:
1.3.a) Méthodes analytiques:

Lors de la résolution d’un probléme thermique ou physique par les méthodes analytiques, on

suit en général les étapes suivantes :
I.3.aa)LLe Modéle mathématique:

Pour écrire la formulation d’un probléme, on adopte des modeles mathématiques c'est-a-dire
une approche schématique du probléme. Cette approche diffeére selon le but a atteindre. Par
exemple pour analyser le mouvement de la terre autour du soleil la terre et le soleil sont
approchés par des points matériels tandis que si on veut étudier le mouvement de la terre par
rapport a son axe, la terre n’est plus approchée par un point mais par une spheére par exemple.
Le modele mathématique est un point matériel dans la premiére approche et une sphére dans la

seconde.
a.l)La formulation:

Une fois le modéle adopté, on écrit sa formulation, c'est-a-dire les équations qui régissent le
probléme. Le probléme est décrit en général par des équations aux dérivées partielles. Dans

notre étude le type d’équation est de la forme

2 2 2
Aa i)+B o +Ca ¢+D@+E@+F¢:G ..................................... (I.19)
Ox oxdy  oy? ox oy

qui est une équation linéaire du second ordre a deux variables indépendantes x et y. ¢ est la

solution recherchée. Les problémes physiques les plus rencontrés et régis par des équations de

ce type sont les suivants :

a.l.a) Corde vibrante: Son équation est donnée par
0 0
oy _ 207

ot? ox°

y =y(x,t) représente la vibration transversale d un point d’abscisse x de la corde a I’instant t.

a.1.b) Propagation de la chaleur: L’¢quation est donnée par :
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oT
—=K
ot

T =T(x,t) est la température en un point X du milieu unidimensionnel a I’instant t, K est la

constante de diffusion, V = 82 est le Laplacien.
X

a.l.c) Equation de Laplace (ou du potentiel): L’équation est donnée par :

On retrouve cette équation, représentant un phénomene stationnaire, dans de nombreuses

applications : en transfert thermique, ¢ représente la température T, en électrostatique, ¢

représente le potentiel électrostatique, etc.
a.2)Les méthodes de résolution:

Deux méthodes les plus courantes sont utilisées pour la résolution des problémes

donnés par les équations de type (I.19) accompagnés des conditions aux limites.

a.2.a)La premiére méthode: consiste a déterminer la solution générale de 1’équation aux
dérivées partielles, puis de la particulariser afin d’obtenir la solution du probléme en utilisant
les conditions aux limites. La seconde méthode consiste, par contre, a rechercher d’abord des

solutions particuliéres, puis de les utiliser a la recherche de la solution du probléme.

v Solutions générales
Dans cette méthode on recherche d’abord la solution générale, puis la solution
particuliere qui satisfait aux conditions limites. Cette solution est obtenue en utilisant
les théorémes suivants :

Théoréme 1 (Principe de superposition) : Si ¢;, ¢,,...,¢, sont solutions, linéairement

indépendantes, d’une équation aux dérivées partielles homogene ( G=0 ), alors
n

d=0;0; +0rdy +...+a, b, =D a;0;, 00 Ay, a,,..., o, sont des constantes, est aussi
i=1

solution

Théoréme 2: La solution générale d’'une EDP non homogéne (G # 0) c'est-a-dire dont

le second membre n’est pas nul) s’obtient en ajoutant une solution particuliere de

I’équation non homogene a la solution générale de 1’équation homogene.
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On a:

o=

¢p +9,

ou ¢, est la solution particulicre et ¢y, est la solution de I’équation homogene.

Si les coefficients A, B, C, D, E, F dans I’équation (1.19) sont des constantes, la

solution de 1’équation homogene est de type ¢, =€

ax+by

Exemple équation de vibration :

Mi+Kx=0 ;0uC=0

donc 1'équation devienne sous la forme

5&+%x=0 = x4+ w’x=0

la solution est de la forme x(t) = asinwt + b coswt avec w =

%= (awcoswt) =

==

—aw? sin wt ¥(0)=0 x(0) = x,

a.2.b)La deuxiéme méthode: est la méthode de séparation des variables:

Cette méthode est la plus utilisée a cause de sa simplicité et de sa puissance de

résolution. On exprime la solution comme le produit de fonctions inconnues, chacune de ces

fonctions ne dépendant que d’une seule variable indépendante x ou y. L’intérét de cette

méthode réside en ce qu’il est possible d’écrire 1’équation résultante sous une forme telle que

I’un de ses membres ne dépende que d’une variable, ’autre membre contient toutes les

variables restantes- d’ou I’on peut déduire que chaque membre de 1’équation doit étre constant.

Ce processus est répété jusqu’a déterminer toutes les fonctions inconnues. La solution finale est

obtenue par la superposition de toutes ces solutions.

Exemple d'application:

T(t,x,y,2) = f1(x) * f(y) * f3(2) * fa ()
—T = a—T *T(t,x) = f(t) » g(x)

5] =900 *—-
T f(@) =

1 of
f© ot

(1) 9@ » L = af (1) » LD
1 of 1 azg(x)_
.. 2) E*E_ag(x)* 922 LER
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1 0%g(xn)
a * =
g(x) 0x?

A

Inf(t) =At +c - f(t) = eM*c = ¢, x et

ou C; sera calculé a partir des conditions initiales et aux limites
1.3.ab) Méthode expérimentale (réduite):
1. Introduction:

La méthode expérimentale est définie par Claude Bernard (1966) comme une activité de
construction du savoir, dans le domaine scientifique. L'expérimentation est de loin I'étape la
plus difficile du procédé scientifique : chaque expérience réalisée est un cas spécial, elle
demande imagination tout en respectant des normes précises. La connaissance et I'expérience
passée aident habituellement pour ce qui est de la technique utilisée; mais construire
lI'expérience, décider des moyens qui serviront a vérifier une hypothéese, cela demande intuition,
imagination et rigueur. L'expérimentation est le seul moyen précis d'évaluer les différentes
hypothéses qui ont été¢ émises, elle servira a aller chercher des données, c'est-a-dire des
informations qui serviront a confirmer ou a infirmer une hypothése. Dans la mesure du
possible, il est préférable d'aller chercher des résultats mathématiques car elles sont objectives
et résistent bien a la subjectivité. Il est nécessaire d'exercer un controle rigoureux de
l'expérience a réaliser. Les étapes principales a respecter pour que l'expérimentation soit

conforme aux normes scientifiques sont les suivantes:
1. Objectif a atteindre (¢émission d'hypotheses, formulation)
2. Procédure d’analyse expérimentale et matériel expérimental
3. Résultats (appelés données)
4. Interprétation des résultats et validation

On utilise encore pour désigner la méthode expérimentale 1’appellation ‘OPHERIC’
(Observation, Probleme, Hypothése, Expérience, Résultats, Interprétation, Conclusion),

couramment utilis¢ dans la conduite d'activités expérimentales.
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2.Le modéle:

L'expérience est au centre du processus ; elle est précédée d'une phase de formulation
d'hypothéses ou de formulation mathématique du probléme : c’est la phase de 1’élaboration du

modele. Le modele peut étre nouveau ou résulte d’une étude antérieure.

Une hypothése est une relation de causalité supposée entre deux faits. Pour vérifier cette
causalité il suffit de faire varier la cause. L'observation des effets obtenus permet de conclure

sur cette relation.
I.3.ac)Procédure d’analyse expérimentale:

Pour réussir un travail expérimental, I’ingénieur doit suivre une procédure
expérimentale générale qui respecte les exigences et les normes scientifiques afin de bien
contrbler les variables de 1'expérience et d'en faire varier, d'une facon précise, celle désirée.

Cette méthode peut étre décrite par la succession de différentes étapes :
1. a. méthodes de réalisation de I'expérience (techniques utilisées)
b. Etablir le budget optimal, la main d’ceuvre et le temps requis

2. a. Etablir les objectifs de I’expérience par émission d'hypothéses sur le but a atteindre.
Donner I’analyse théorique s’il y a lieu ou d’autres études expérimentales similaires dans la

littérature.
b. Nomenclature adoptée (systeéme de classification, systémes et unités de mesure employés)
3. Accomplir les tiches suivantes :

a. Etablir les variables primaires qui doivent étres mesurées (force, déformation,

pression, température, etc...)

b. Déterminer la précision requise sur les mesures primaires et le nombre de ces

mesures qui sont requises pour 1’analyse des data (résultats expérimentaux).
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c. Analyser les erreurs possibles des résultats anticipés avant que 1’expérience ne
commence de telle fagcon que des modifications sur la précision requise sur les différentes

mesures peuvent étre changées si nécessaire.
4. Choisir les instruments pour les différentes mesures pour atteindre les précisions requises

Il est a noter que tous ces renseignements ne s'appliquent évidemment pas a chaque
expérience, il faudra donc juger de ce qu'il sera utile de préciser dans chaque cas particulier.
Cette procédure doit étre assez explicite pour que le principe de répétitivité, c'est-a-dire réaliser
plusieurs fois I’expérience, soit acquis. De plus, la description de la méthode utilisée sert aussi
de référence quant a la valeur du travail en question. Si, par exemple, les résultats sont
exprimés sans faire mention de la méthode utilisée, les résultats ne sembleront pas assez fiables

pour servir de référence pour une autre recherche.

1.3.b) Méthodes numériques:
I1 existe plusieurs méthodes numériques de résolution de problémes aux limites. Parmi
ces méthodes, on peut citer la méthode des différences finies, la méthode des volumes finis et

surtout la méthode des éléments finies.

1.3.ba)LLa Méthode des différences finies

La méthode des différences finies est basée sur I’approximation des fonctions dérivées
apparaissant dans les équations de formulation du probléme. Les fonctions dérivées sont écrites
sous une forme approchée en utilisant le développement limité de Taylor. L’équation aux
dérivées partielles est ainsi approchée par une équation aux différences finies. Cette équation
est écrite ou projetée en un point du maillage sous forme de schéma.
Plusieurs types de schémas aux différences finies sont utilisés ; différences finies en avant, en
arriere et centrées. Ces schémas, ayant des précisions différentes, sont utilisés selon le
probléme rencontré.
La méthode des différences finies utilise une discrétisation géométrique ou maillage du
domaine Q (Fig. 1.9). Le domaine peut étre aussi bien régulier (Fig. I1.9.a) qu’irrégulier (Fig.
L9 b).
L’équation aux dérivées partielles est approchée localement selon la formule choisie
(différences finies, en avant ou en arriére) en tout point, ou nceud, du maillage du domaine Q.

On obtient alors une molécule donnant le schéma aux différences finies (Fig. 1.10). La solution

recherchée $(i, J) est rattachée au nceud (i, j) en question (nceud central de la molécule).
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Noeuds frontitres Frontiére Noeuds frontitres Frontiére
Norud
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F .!' Wy | l,lEfnlr =
| 41, j) |~ ——
I&y o —t
L3
pom]
4
{m} Digmane négaer () Dhose el

Fig. 1.9: Maillage de domaine régulier et irrégulier

A cause du changement des pas de discrétisation aux nceuds de fronticres A x — o A x et
Ay - BAy, a et B étant des coefficients de correction du pas, connus, inférieurs a 1, la

molécule est reformulée pour les noeuds aux frontieres dans le cas ou le domaine est irrégulier

(Fig. 1.10. b).

Noeud frontitre Noeud interne Noeud frontitre Noeud interne
ol Ny
||. III |1 I|' \

(@ )

Fig. 1.10: Molécule aux nceuds internes et de fronticres selon le type domaine.

On obtient les équations algébriques aux nceuds internes et aux nceuds de fronticres.

La résolution du systeme d’équations algébriques donne la solution recherchée du probléme,

&, j) en tout neeud (i, j) du maillage.

Avantages :grande simplicité d'écriture et faible cott de calcul.

Inconvénients : limitation a des géométries simples, difficultés de prise en compte des

conditions aux limites de type Neumann.

1.3bb)Les volumes finis:
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La méthode des volumes finis inteégre, sur des volumes ¢élémentaires de forme simple, les
équations écrites sous forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi de maniére naturelle des
approximations discrétes conservatives et est donc particuliérement bien adaptée aux €équations

de la mécanique des fluides :

- équation de conservation de la masse,
- ¢équation de conservation de la quantité¢ de mouvement,

- ¢équation de conservation de I'énergie.

Avantages : permet de traiter des géométries complexes avec des volumes de forme
quelconque, détermination plus naturelle des conditions aux limites de type Neumann.

Inconvénient : peu de résultats théoriques de convergence.

1.3.bc)Eléments finis:

La méthode des éléments finis est une méthode d’approximation des solutions
d’équations aux dérivées partielles qui est construite a partir d’une formulation
équivalente du probléme a résoudre ; cette dernicre est appelée formulation variationnelle
du probléme et nécessite le minimum de régularité de la solution :

Avantages : traitement possible de géométries complexes, nombreux résultats théoriques
sur la convergence.
Inconvénient : complexité de mise en ceuvre et grand colit en temps de calcul et

mémoire.
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C HAPITRE 3: Algorithme de résolution en régime stationnaire & temporel

II1.1)Introduction:

L’intérét principal de cette section est de présenter 1’évaluation et la validation de notre
formulation par MDF présentée dans ce travail, les géométries étudiées sont des géométries régulieres
et irrégulieres pour étudier les phénomenes de transfert de chaleur par conduction.

II1.2 : Exemple de la validation:
trois cas d’études seront considérés par la suite a savoir :
- Cas 01 : géométrie réguliere avec 1’¢tude de 1’effet du maillage et la méthode de
résolution
- Cas 02 : ¢tude de la diffusion de la température dans un domaine régulier avec un maillage
irrégulier
- Cas 03: ¢tude de la diffusion de la température dans domaine irrégulier et un maillage
irrégulier
I11.3) Les résultats de calculs pour le cas 01:
Nous un maillage régulier pour étudier le champ thermique dans une géométrie régulicre , les
méthodes de résolutions sont : la méthode de Gauss- Seidel et de relaxation
II1.3a)Effet de la geometrie Ix et ly avec un maillage régulier :
Casl.1: (Lx=Ly =l avec nx=ny=10)
v Pour la méthode de Guas iedel:
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Fig II1.1): le profil de température a I'aide de 1a méthode de Gauss Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10:
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

v’ pour la méthode de Relaxation:

Si w=0.4
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Fig 111.2): le profil de température a I'aide de 1a méthode de Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10 et w=0.4:
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si:w=0.8
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Fig 111.3): le profil de température a I'aide de 1a méthode de Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10 et w=0.8:
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Cas 1.2:
(Lx=1 et ly=5 avec nx=ny=10)

v" Pour la méthode Gauss Seidel:
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Fig I11.4): le profil de température a 1'aide de la méthode de Gaus-Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10 et Lx=1et Ly=5:
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

v" Pour la méthode Relaxation :

Si w=0.4
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Fig I11.5): le profil de température a I'aide de l1a méthode de Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10et Lx=1etLy=5w=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.8
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Fig I11.6): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=10etLx=1etLy=Setw=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

I11.4b) Effet de raffinage du maillage:
Casl.3: Ix=ly=1 avec nx=ny=5

v" Pour la méthode Gauss Siedel:
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Fig II1.7): le profil de température a I'aide de l1a méthode Gaus-Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=5 et Lx=Ly=1
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

v" Pour la méthode de Relaxation:
Si w=0.4:
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Fig 111.8): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=5 et Lx=Ly=1et w=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.8
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Fig 111.9): le profil de température a I'aide de l1a méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=5 et Lx=Ly=1et w=0.8
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Cas 1.4: Lx=Ly=1 avec nx=ny=20
v" Pour la méthode de Gaus-Seidel:
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Fig 111.10): le profil de température a I'aide de la méthode Gaus-Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=20 et Lx=Ly=1
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

v" Pour la méthode de Relaxation:

Si w=0.4
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Fig II1.11): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=20 et Lx=Ly=1 et w=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.8
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Fig II1.12): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=20 et Lx=Ly=1 et w=0.8
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Cas 1.5: Lx=Ly=1 avec nx=ny=40
v Pour la méthode de Gaus-Seidel:
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Fig 111.13): le profil de température a I'aide de la méthode Gaus-Seidel dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=40 et Lx=Ly=1

(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.4
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Fig 111.14): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un

domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=40 et Lx=Ly=1et w=0.4
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

Si w=0.8
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Fig I11.15): le profil de température a I'aide de la méthode Relaxation dans un
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domaine rectangulaire avec un maillage régulier nx=ny=40 et Lx=Ly=1et w=0.8
(a) Suivant I'axe X, (b) Suivant I'axe Y et (c) Présentation en 2D

I11.3.b) Tableau de comparaison des méthodes de résolution (GS et relaxation)

Nous considérons les paramétres géométriques : Lx=Ly=1 avec nx=ny=10
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TablIL.1): Tableau de quelque résulte pour le maillage nx=ny=10 et Lx=Ly=1

Méthode Gaus- Méthode Relaxation Méthode Relaxation
Itération
Seidel Si w=0.4 Si w=0.8
10 3.1636 0.1270 1.6373
20 12.6131 1.8277 8.9828
50 26.1065 12.4348 23.5084
100 29.6833 23.3784 29.1187
150 29.9742 27.5354 29.8804
200 29.9979 29.0829 29.9838
29.9987 29.9965 29.9983

Final

(iteration 209) (iteration 481) (iteration 256)

Cas 2 : étude d’une géométrie réguliére et un maillage irréguliér :

Ce test présente la performance de la formulation par MDF un maillage irrégulier, nous considérons

une géomeétrie réguliere comme le montre la figure suivante :

Figure III 16 :maillage irrégulier d’un domaine carré
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Les conditions aux limites sont :

T(0,0) =-4
T(0,1) =3
T(1,0) =-3
T(1,1) =2

La solution exacte proposée est :
T(x,y)=x*+y*>—-4
La comparaison sous format numérique est donnée dans le tableau suivant :

Tableau II1.2: La comparaison sous format numérique

Coordonnées
Neeud T Approche Texacte
) )

Neeud 1 0,00 0,00 -4 -4
Neeud 2 1,00 0,00 -3 -3
Neeud 3 1,00 1,00 -2 2
Neeud 4 0,00 1,00 -3 -3
Neeud 5 0,30 0,30 3.4875 -3,82
Neeud 6 0,60 0,40 3.0259 -3,48
Neeud 7 0,70 0,66 2.8902 -3,0744
Neeud 8 0,35 0,80 2.8820 -3,2375

Cas 3 : étude d’une géométrie irréguliére et un maillage irrégulier :
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===

Tableau II1.3: les résultats numériques pour le nceuds centre (x=0.6 et y = 0.7) en

fonction de la méthode de résolution

T Approche
sz . T Approche

itération Gs Relax T exacte

w=0.8
10 -1.254 -1.154 3.15
20 -2.584 -2.0154 -3.15
30 -2.812 -2.458 -3.15
40 -3.008 -2.895 -3.15
50 -3.098 -2.978 -3.15
100 -3.138 -3.120 -3.15
150 -3.146 -3.129 -3.15
-3.149 -3.149 -3.15

finale
(159) (165)
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I11.4 Conclusion :
Les résultats indiqués sur ces figures et les tableaux suscitent les commentaires

suivants :

e Nous montrons dans ce cas-1a, le maillage en fonction des pas par cotés donne
méme résultats pour toutes discrétisations ainsi que tous ces résultats sont proches a la
solution exacte du probléme traité, ¢a présente la performance de notre formulation en

MDF dans le cas ou la géométrie ou/et le maillage sont réguliers

e D’autre part de ce test, nous avons aussi présenté I’influence de la méthode de
résolutions sur la convergence vers la solution exacte dans le domaine réguliére ou
irrégulier , il est claire d’apres les hypothéses et la stabilité de chaque processus , que la
convergence variée entre chaque méthode itérative. En plus, la performance de notre

formulation est bien marquée dans ces cas.

e Puisque notre formulation est basée sur le développement de Taylor ainsi dans
les régions irréguliers permet d’ajouter les termes de premier ordre , la performance et

I’efficacité est bien marquée dans les cas 3.
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