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  Introduction générale 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.1) Introduction et problématique: 

Lorsque les matériaux métalliques conventionnels ont commencé à montrer leurslimites 

face à une conception de pièces et de machines de plus en plus sophistiquées etsoumises à des 

contraintes de plus en plus complexes, les matériaux composites sont venusapporter quelques 

solutions à ces limites. Un matériau composite est un matériaugénéralement constitué de deux ou 

plusieurs matériaux de natures différentes dontl’association confère à l’ensemble des 

performances supérieures à celles des composantspris séparément. Il est constitué d’une matrice 

dans laquelle sont enrobées des particules oudes fibres qu’on appelle « renfort ». Ainsi, des 

propriétés telles que la rigidité, la résistanceà la fatigue, la résistance à la corrosion, la résistance 

à l’usure, la réduction de poids, etbien d’autres sont améliorées. Cependant, les matériaux 

composites conventionnelsgénéralement constitués de couches ont un problème majeur : la 

discontinuité despropriétés et des contraintes au niveau des interfaces. Cette discontinuité 

provoque defortes concentrations de contraintes, des fissurations de matrice ainsi qu’un grave 

problèmede délamination dus à la transition brutale de composition, en particulier dans 

unenvironnement à haute température. 

Les panneaux solaires sont considérés comme des plaques à deux faces : une face en 

céramique et l’autre métallique.La modélisation de ce type de structures devienne l’intérêt 

principal de plusieurs chercheurs, pour décrire leur comportement réel et la mise en œuvre des 

techniques adéquates capables de résoudre les problèmes rencontrés vis-à-vis l’impact 

environnemental (statique, dynamique, thermique, couplages… etc.) 

 

Etude des vibrations thermomécaniques des panneaux solaires sur appuis élastiques 1 



  Introduction générale 

L’importance technologique des plaques en matériaux composites (notamment les 

stratifiés et les sandwiches) relève à développer des outils d’analyse très sophistiqués par des 

méthodes rigoureuses et précises pour lesquelles nous renvoyons vers les littératures spécialisées, 

sur diverses méthodes (analytiques ou/et numériques) et types des problèmes analysés  

 

I.2) Méthodologie : 

L'objectif de cetteétudeest d’appliquer la théorie classique des plaques pour analyser le 

comportement thermomécanique des panneaux minces en matériaux à gradient de 

propriétésdites « FGM ».  

À la fin, nous présentons les résultats obtenus pour examiner la performance de notre 

formulation théorique pour les problèmes thermiques et dynamiques (vibration libre).Surtout 

pour leurs applications dans le domaine de la production de l’électricité à l’aide des panneaux 

solaires. 

 

I.3) Organisation de Mémoire : 

Ce mémoire est organisé en trois (03)chapitres : 

Dans le premier chapitre, nous présentons une rapide revue sur les matériaux à gradient de 

propriétés, leurs historiques, leurs évolutions et les domaines d’utilisation. L’extension vers les 

matériaux utilisés dans la conception des panneaux solaires est aussi discutée dans ce chapitre 

Le chapitre deux concerne la formulation théorique des plaques en FGM basant sur les 

hypothèses de Kirchhoff-Love en analyse thermique etdynamique, avec l’application du principe 

de Hamilton pour décrire les équations gouvernantes. 

Le chapitre trois est réservé à la validation et l’évaluation de notre modèle présenté dans 

cette étude, pour plusieurs configurations de plaques en FGM , en analyse thermique et 

dynamique.Dans un second temps, une étude paramétrique basée sur l’effet de la fondation 

élastique est présentée à la fin de ce chapitre. 

Et la conclusion résume les différentes conclusions obtenues et les recommandations pour 

des travaux futurs. 
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I)GENERALITES SUR LES METERIAUXCOMPOSITES : 
 
I.1) Définitions : 

Le mot « composite » signifie « constitué de deux ou plusieursparties différentes ». En fait, 
l'appellation matériau composite ou composite est utilisée dans un sens beaucoup plus restrictif, 
qui sera précisé tout au long de cechapitre. Berthelot ,J-M ,1999,donne pour l'instant la définition 
générale suivante .Unmatériau composite est constitué de l'assemblage de deux matériaux de 
naturesdifférentes, se complétant et permettant d'aboutir à un matériau dont l'ensembledes 
performances est supérieur à celui des composants pris séparément. 

Un matériau composite consiste dans le cas le plus général d'une ou plusieurs phases discontinues 
réparties dans une phase continue. Dans le cas de plusieursphases discontinues de natures 
différentes, le composite est dit hybride. La phasediscontinue est habituellement plus dure avec 
des propriétés mécaniques supérieuresà celles de la phase continue. La phase continue est appelée 
la matrice. Laphase discontinue est appelée le renfort ou matériau renforçant (figure I.1). 

 

 
 

Fig.I.1 :matériaux composites. 
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Tableau I.1 : caractéristique des matériaux composites. 

 
 
I.2)Classification des matériaux composites : 

Les matériaux composites peuventêtre classés suivant la forme ou suivant la 
nature des composants. 

I.2.1)Classification suivant la forme des constituants : 
En grandes fonction de la forme des constituants, les composites sont classés en deux classes :  
• Les matériaux composites à particules. 

• Les matériaux composites à fibres. 

I.2.1.1)Composites à fibres : 
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Un matériau composite est un composite à fibres si le renfort se trouve sous forme de fibres. Les 

fibres utilisées se présentent soit sous forme de fibres continues, soit sous forme de fibres 

discontinues : fibres coupées, fibres courtes. 

Les fibres continues : Une fibre continue est caractérisée géométriquement comme ayant un facteur 

longueur/diamètre très élevé. Elles sont généralement plus fortes et plus rigides que les matériaux 

en volume .le diamètre de la fibre est généralement entre 3 et 200μm. 

Lesfibres découpées : ce type de fibres est considéré généralement comme courts, elles peuvent être 

définies largement pour avoir un facteur longueur/diamètre de 5< l/d <1000 au-delà , le diamètre de 

ces fibres est généralement entre 0,02 et 100 μm. 

I.2.1.2) Composites à particules : 

Un matériau composite est un composite à particules lorsque le renfort se trouve sous forme de 

particules. Une particule, par opposition aux fibres, ne possède pas de dimension privilégiée. Les 

particules sont généralement utilisées pour améliorer certaines propriétés des matériaux ou des 

matrices, comme la rigidité, la tenue à la températurela résistance à l'abrasion, la diminution du 

retrait, etc. Dans de nombreux cas, les particules sont simplement utilisées comme charges pour 

réduire le coût du matériau, sans en diminuer les caractéristiques. 

I.2.2)Classification suivant la nature des constituants : 

La distinction entre les composites des matériaux est basée principalement sur la nature de la 

matrice, nous pouvons citer : 

I.2.2.1 )Composites à matrice organique (CMO) (résine, charges), avec :   

• des fibres minérales : verre, carbone, etc.   

• des fibres organiques : Kevlar, polyamides, etc.   

• des fibres métalliques : bore, aluminium, etc.   

I.2.2.2)Composites à matrice métallique (CMM) (alliages légers et ultralégers d'aluminium, de 

magnésium, de titane), avec :   

• des fibres minérales : carbone, carbure de silicium (SiC),   

• des fibres métalliques : bore,  *89- 

• des fibres métallo-minérales : fibres de bore revêtues de carbure de silicium (BorSiC).   

I.2.2.3)Composites à matrice minérale(CMC)  (céramique), avec :   
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• des fibres métalliques : bore,   

• des particules métalliques : cermets,   

• des particules minérales : carbures, nitrures, etc.   

Les matériaux composites à matrice organique ne peuvent être utilisés que dans le domaine des 

températures ne dépassant pas 200 à 300 °C, alors que les matériaux composites à matrices 

métallique ou minérale sont utilisés au-delà : jusqu'à 600 °C pour une matrice métallique, jusqu'à 

1000 °C pour une matrice céramique. 

I.3)composant : 

Les principaux constituants sont le renfort et la matrice. Le renfort a pour rôle d’apporter au 

matériau composite ses performances mécaniques élevées. La matrice qu’on appelle aussi liant, son 

rôle est de transmettre aux fibres les sollicitations mécaniques extérieures et de protéger les fibres 

vis-à-vis des agressions extérieures.  

En ajoutant des additifs pour modifier certains des propriétés physiques ou chimiques. On les utilise 

même pour des raisons économiques et par fois pour faciliter la mise en œuvre, Rouam K,2013. 

I.3.1) Matrices : 

Dans un grand nombre de cas, la matrice constituant le matériau composite est une résine polymère. 

Les résines polymères existent en grand nombre et chacune à un domaine particulier 

d’utilisationdit,Laurent Gornet, 2008. Dans les applications où une tenue de la structure aux très 

hautes températures est requise, des matériaux composites à matrice métallique, céramique ou 

carbone sont utilisés. Dans le cas des matériaux en carbone des températures de 2200˚C peuvent 

êtreatteintes.Laclassificationdes typesdematricescourammentrencontrées est donnée sur la figure I.2. 

 

Fig.I.2 : Type de matrice 

 

I.3.1.1)Résines thermodurcissables : 
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 Les résines thermodurcissables sont des propriétés mécaniques élevées. Ces résines ne peuvent être 

mise en forme qu’une seule fois. Elles sont en solution sous forme de polymère non réticulé en 

suspension dans des solvants. Les résines polyesters insaturées, les résines de condensation 

(phénoliques, amioplastes, furaniques) et les résines époxys sont des résines thermodurcissables. 

Les exemples de résines thermodurcissables classiquement rencontrées sont 914, 5208, 70, LY556.  

Les matériaux les plus performants ont des caractéristiques mécaniques élevées et une masse 

volumique faible. Ces caractéristiques sont présentées dans le tableau I.2. 

Tableau I.2 : Caractéristiques des résines thermodurcissables. 

 

I.3.1.2) Résines thermoplastiques : 

Les résines thermoplastique sont des propriétés mécaniques faibles .Ces résines sont solides et 

nécessitent une transformation à très haute température. Les polychlorures de vinyle (PVC), les 

polyéthylènes, polypropylène, polystyrène, polycarbonate polyamide sont quelques exemples de ces 

résines thermoplastiques. Les résines thermoplastiques classiquement rencontrées sont PEEK, K3B. 

De même que pour les résines thermodurcissables, les matériaux les plus performants ont des 

caractéristiques mécaniques élevées et une masse volumique faible : ces dernières sont présentées 

dans le tableauI.3. 

 

Tableau I.3 : Caractéristiques des résines thermoplastiques. 

 

 

I.3.1.3) Additifs : 
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Des produits peuvent être incorporés à la résine pour renforcer les propriétés mécaniques (charges 

renforçâtes, ex : charges sphériquescreuses5 à150µm).Des charges non renforçâtes peuvent être 

également utilisées pour diminuer le coût des matrices en résine. Des additifs, de type colorant ou 

agent de démoulage sont largement utilisés lors de la conception des structures constituées de 

matériaux composites. 

I.3.2)Renforts : 

Les renforts assurent les propriétés mécaniques du matériau composite et un grand nombre de fibres 

sont disponibles sur le marché en fonction des coûts de revient recherchés pour la structure réalisée, 

LaurentGornet ,2008. Les renforts constitués de fibres se présentent sous les formes suivantes : 

linéique ( fils , mèches), tissus surfaciques (tissus, mats), multidirectionnelle (tresse, tissus 

complexes , tissage tridirectionnel ou plus). La classification des types de renforts couramment 

rencontrés est indiquée sur la figureI.3. 

 

Fig.I.3 :Types de renfort 

I.3.2.1) Fibres de verre : 

Les fibres de verre ont un excellent rapport performance-prix qui les placent de loin au premier rang 

des renforts utilisés actuellement dans la construction de structures composites. 

I.3.2.2) Fibres de carbone : 

 Les fibres de carbone ont de très fortes propriétés mécaniques et sont élaborées à partir d’un 

polymère de base, appelé précurseur. Actuellement, les fibres précurseurs utilisées sont des fibres 

acryliques élaborées à partir du polyacrylinitrique (PAN). La qualité des fibres de carbone finales 

dépend fortement des qualités du précurseur.  

Le principe d’élaboration est de faire subir aux fibres acryliques une décomposition thermique sans 

fusion des fibres aboutissant à une graphitation. Le brai qui est un résidu de raffinerie issu du 

pétrole ou de la houille est également utilisé pour produire des fibres de carbone.  
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Quelquesexemplesdefibresdecarboneclassiquementrencontrées:T300,T800 ,MR40, TR50,IM6, 

IM7,GY, M55J. 

I.3.2.3) Fibres aramides : 

Les fibres aramides ont des propriétés mécaniques élevées en traction comme les carbonesmais 

leurs résistances à la compression est faible. La faible tenue mécanique en compressionest 

généralement attribuée à une mauvaise adhérence des fibres à la matrice dans lematériau 

composite. Pour y remédier, des enzymages des fibres peuvent être utilisé. L’utilisationde 

composites à fibres hybrides permets également de remédier aux faiblesses des composites à fibres 

aramides. Des renforts hybrides de type verre–kevlar ou carbone–kevlarsont largement utilisés 

dans le domaine des loisirs (ski, raquette de tennis). 

Quelques exemples de fibres aramides : KEVLAR (Dupont de Nemours, USA), TWARON(Akzo, 

Allemagne-Hollande), TECHNORA (Teijin, Japon). 

I.3.2.4) Fibres céramiques : 

Les matériaux composites de type céramiques sont souvent constitués de renfortsetde matriceen 

céramique. Les fibres sont élaborées par dépôt chimique en phase vapeur sur un fil support .Ces 

fibres sont rencontrées dans des applications où la température est très élevée entre 500˚C et 

2000˚C. Ces matériaux sont utilisés notamment dans les parties chaudes des moteurs d’avions. 

Quelques exemples de fibres céramiques: 

 – fibres de Carbure de Silicium. 

 – fibres de Bore. 

 – fibres de Bore carbure de silicium. 

I.3.2.5 )Caractéristiques mécaniques des fibres : 

Il existe différents types de fibres. Elles peuvent être scindées en deux groupes, les fibres à haut 

module et les fibres à haute résistance. Les fibres à haut module ont une résistance faible et celles à 

forte résistance ont un module faible.Laurent Gornet ,2008. 

 

Tableau I.4 : Caractéristiques mécaniques des fibres. 
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I.4)Les matières composites structuraux :  

Les structures des matériaux composites peuvent être classées en trios types.R.K, 2014 : 

 les Monocouches  
 les Stratifiés  
 les sandwiches 

I.4.1) Monocouches : 

Les monocouches représentent l’élément de base de la structure composite. les différents types de 

monocouches sont caractérisés par la forme du renfort : à fibres longues (unidirectionnelles UD, 

réparties aléatoirement) à fibres tissées à fibres courtes. 

 

Fig.I.4: pli unidirectionnelle 

I.4.2) Stratifiés : 

 Un stratifié est constitué d’un empilement de monocouches ayant chacun une orientation propre par 

rapport à un référentiel commun aux couches et désigné comme le référentiel du stratifié. Le choix 

de l’empilement et plus particulièrement des orientations permettra d’avoir des propriétés 

mécaniques spécifiques. 
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Fig.I.5 :schématisation d’un composite stratifié. 

on pourra avoir des stratifiés de type : 

  1. Equilibre : Stratifié comportant autant de couches orientées suivant la direction +θ que de 

couche orientée suivant la direction -θ.  

 2. Symétrique : stratifié comportant des couches disposées symétriquement par rapport à un plan 

moyen.  

 3. orthogonal : stratifié comportant autant de couches) 0° que de couches à90°. 

 

I.4.3)Matériaux sandwichs :   

Matériaux composés de deux semelles (coupeaux) de grande rigidité et de épaisseur enveloppant 

une âme (ou cour) de forte épaisseur et faible résistance. L’ensemble forme une structure d’une 

grande légèreté en flexion et c’est un excellent isolant thermique. 

 

Fig.I.6 :schéma d’un sandwich. 

 

 

 
Etude des vibrations thermomécaniques des panneaux solaires sur appuis élastiques 11 
 



                                                                                                                         

Chapitre I                                                                                              Généralités sur les matériaux                                   
non-homogènes 

 
I.5) Généralités  sur les panneaux solaires : 

I.5.1)Historique : 

La science qui traite la transformation directe de l’énergie solaire en énergie électrique, est apparue 

en 1930 avec les cellules à oxyde cuivreux puis au sélénium. Mais ce n’est qu’en 1954 avec la 

réalisation des premières cellules PV au sélénium dans les laboratoires de la compagnie Bell 

Téléphone Laboratoires, que l’on entrevoit la possibilité de fournir de l’énergie, les premiers 

générateurs ont été utilisés en 1958 pour les satellites Vanguards. Au cours des années 1980, la 

technique PV terrestre a progressé régulièrement par la mise en place de plusieurs centrales de 

quelques mégawatts, à recherche par S. Petibon,2009. 

I.5.2)Principe de fonctionnement : 

 La conversion photovoltaïque, aujourd’hui largement utilisée, peut-être simplement définie comme 

la transformation de l’énergie des photons en énergie électrique grâce au processus d’absorption de 

la lumière par la matière. Lorsqu’un photon est absorbé par le matériau, il passe une partie de son 

énergie par collision à un électron l’arrachant littéralement de la matière. Ce dernier étant 

précédemment à un niveau d’énergie inférieur où il était dans un état stable passe alors vers un 

niveau d’énergie supérieur, créant un déséquilibre électrique au sein de la matière se traduisant par 

une paire électron-trou, de même énergie électrique. Généralement, la paire électron-trou revient 

rapidement à l’équilibre en transformant son énergie électrique en énergie thermique. 

Même si le phénomène électrique est secondaire devant le phénomène thermique (incluant la 

chauffe du matériau par les rayons solaires), récupérer toute ou une partie de l’énergie électrique est 

le premier objectif des capteurs photovoltaïques sous forme de cellules ou de générateurs. Cela est 

possible grâce par exemple à des cellules solaires réalisées en associant un matériau semi-

conducteur dopé N à un autre semi-conducteur dopé P. 

 L’énergie produite par l’absorption d’un photon dans un matériau se traduit du point de vue 

électrique par la création d’une paire électron-trou. Cette réaction entraine une différencede 

répartition des charges créant ainsi une différence de potentiel électrique, c’est l’effet 

photovoltaïque. S. Petibon, 2009. 
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Fig.I.7 :principe de fonctionnement de la cellule solaire. 

I.5.3) Technologies des cellules solaires : 

Les matériaux photovoltaïques se scindent en deux grandes famillesdites : K.RIAD, 2015, les 

matériaux solides cristallisés et les couches sublimes. Ces couches sublimes sont également 

solides, mais d’épaisseur nettement plus faible (de l’ordre du micron et en deçà) et déposées sur un 

support, alors que les photopiles cristallines sont massives et épaisses de 0.15 - 0.4 mm les cellules 

les plus répandues actuellement sont à base de silicium (différence de potentiel de 0,6 V). Il existe 

deux grands types de silicium qui sont le silicium cristallin et le silicium amorphe. 

I.5.4)Lestype des panneaux solaires : 

         La plupart des panneaux solaires disponibles sur le marché mondial, sont à base de silicium, 

soit du type mono, poly cristallin ou amorphe.D.Narimene, 2014. 

• Les panneaux monocristallines : Ce sont celles qui ont le meilleur rendement mais aussi 

celle qui ont le cout le plus élevé, du fait d'une fabrication compliquée. 

• Les panneaux poly cristallin : Leur conception étant plus facile, leur coût de fabrication est 

moins important, cependant leur rendement est plus faible. 

• Les panneauxamorphes : Elles ont un faible rendement, mais ne nécessitent que de très 

faibles épaisseurs de silicium et ont un coût peu élevé. Elles sont utilisées couramment dans 

de petits produits de consommation telle que des calculatrices solaires ou encore des 

montres. 
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I.6) Généralité sur les matériaux a gradient propriété : 

I.6.1)Concept des matériaux fonctionnellement gradués : 

Les matériaux à gradient fonctionnel sont une nouvelle classe de matériaux composites dont les 

propriétés thermomécaniques varient selon une loi de fonction continue ou discrète à travers 

l’épaisseur. Grâce à la structure spéciale de ces matériaux, il est possible d’éviter les concentrations 

de contraintes au niveau des interfaces (provoquant le délaminage) et d’améliorer les propriétés 

mécaniques et thermiques des pièces par association de matériaux.B.Bouiadjra, 2015. Ces 

matériaux sont de plus en plus utilisés dans lesindustries aéronautiques, aérospatiale, biomécanique, 

automobile et dans bien d’autres applications technologie. 

 

Fig.I.8 :Schéma d’une microstructure graduée continue avec les constituants  

céramique-métal. 

Plusieurs FGM sont fabriqués par deux phases de matériaux avec différentes propriétés. Une 

description détaillée d’une microstructure graduée réelle est généralement non disponible, sauf 

peut-être pour des informations sur la distribution de la fraction volumique. Tandis que la fraction 

volumique de chaque phase graduellement varie dans la direction de gradation, les propriétés 

effectives de FGM changent le long de cette direction. Par conséquent, nous avons deux approches 

possibles pour les FGM comme modèles : Pour la première, une variation par morceaux de la 

fraction volumique du céramique ou du métal est assumée, et le FGM est pris pour être posé avec la 

même fraction volumique dans chaque région, c’est à dire, couche quasi-homogène de céramique-
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métal (Fig. I.9.a) ; Pour la deuxième, une variation continue de la fraction volumique du céramique 

ou du métal est assumée (Fig. I.9.b). H. ZIOU, 2017. 

 

Fig.I.9 :Modèle analytique pour une couche de matériau à gradient fonctionnel :a) première 

approche; b) deuxième approche. 

I.6.2 )Caractéristiques matérielles des FGMs : 

o faible réactivité chimique, bonne tenue à la corrosion ; 

o haute température de fusion ou de décomposition ;  

o haut module d’élasticité et haute dureté ;   

o charge à la rupture élevée ;  

o bas coefficient de frottement, bonne résistance à l’usure ;  

o conservation des propriétés à haute température ;  

o faible coefficient de dilatation thermique (donc bonne résistance aux chocs 

thermiques) ; 

o faible conductivité thermique (donc bonne résistance à la température). 

 Cependant, les céramiques sont réputées être fragiles et très vulnérables aux défauts de 

petites tailles. Les caractéristiques du métal sont données comme suit :      

o Bonne résistance mécanique ;        

o Conductivité thermique élevée,          

o Très bonne ténacité. 

 

 

Etude des vibrations thermomécaniques des panneaux solaires sur appuis élastiques 15 
 



                                                                                                                         

Chapitre I                                                                                              Généralités sur les matériaux                                   
non-homogènes 

 
I.6.3)  Domaines d’applications des matériaux fonctionnellement gradués : 

Le concept des matériaux fonctionnellement gradués est applicable dans des nombreux domaines, 

comme il est illustré dans la figure I.10Il a été initialement conçu pour l’industrie de l'aéronautique, 

où les FGM ont fournis deux propriétés contradictoires telles que la conductivité et l’isolation 

thermique et dans un matériau. Actuellement, ils permettent la  production des matériaux légers, 

forts et durables, et ils sont applicables dans un large intervalle des domaines tels que les matériaux 

de construction, matériaux de conversion  d'énergie, nucléaire et semi-conducteurs. 

 

Fig.I.10 : les domaines d’application des matériaux à gradient de propriétés. 

I.6.4)  Comparaison des matériaux types FGM et les matériaux composites traditionnels : 

Généralement, les F.G.M sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant des 

composants différents tels que les céramiques et les métaux. Ils sont donc des composites présentant 

des caractéristiques macroscopiquementhétérogènes. Le changement continu dans la composition et 

donc dans la microstructure du matériau distingue les F.G.M des matériaux composites 

conventionnels comme illustré sur la (figure I.11). Il en résulte un gradient qui déterminera les 

propriétés matérielles des FGM. Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un même 

matériau mais de microstructure différente.  

Le concept FGM peut être appliqué dans divers domaines pour des usages structuraux et 

fonctionnels. Au Japon, plusieurs programmes ont été conduits au cours des années 80 et 90 afin de 

développer l'architecture des FGM, et d’étudier également ces matériaux pour les applications de 
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hautes températures (par exemple, éléments pour navettes spatial hypersonique) ainsi que pour des 

applications fonctionnelles (par exemple, convertisseurs thermoélectriques et thermo-ioniques). Ces 

programmes ont conduit au développement de la conception architecturale du FGM et de ces 

perspectives.B.Bouiadjra, 2015. 

.Fig.I.11:Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison avec les 

Matériaux composites conventionnels. 

I.6.5)Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des FGM : 

considérons une plaque rectangulaire en matériaux  FGM  ayant l’épaisseur h , la longueur a et la 

largeur b , comme présente sur la (figure I.12) .les propriétés du matériau de la plaque sont 

supposée varier continuellement à travers l’épaisseur de la plaque dans cette étude il ya  différentes 

loi qui participent à la variation des propriétés matérielles ( module de Young ) . 

 

Fig.I.12 : Géométrie et dimension d’une plaque FGM 
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I.6.5.1)Loi de puissance P-FGM : 

Les propriétésmatériellesd’une plaque P-FGM peuvent être déterminées pour la loi des mélanges : 

( )
k

mcm h
hzEEEzE 





 +

−+=
2

2)(
 

La fraction volumiques d’un P-FGM est définie par: 

 

Ou : Em, Ec sont les modules d’ Young des matériaux constituants la plaque P-FGM pour (z= h/2), 

(z= -h/2), respectivement.
 

 

Fig.I.13 : variation du module de Young dans une plaque P-FGM. 

 

 

La (figureI.13) montre la variation de module de Young dans la direction de l’épaisseur de la plaque 

FGM (composée de deux matériaux différents : céramique et métal) pour différents valeurs de 

l’indice matériel « p ». 
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I.7)Conclusion : 

Dans ce chapitre nous avons défini les matériaux composites et leur caractéristique,ainsi  que 

l’historique des panneaux solaires et leur type et leur principe de fonctionnement, en suit on a 

terminé par des généralités sur les matériaux à gradient propriétés et leur domaine d’application et 

le point le plus important c’est la variation des propriétés matérielles (module de Young) et leur 

différente loi qui ont été abordées dans ce chapitre. 
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II.1) Introduction : 

Afin de positionner notre étude, il est d’utiliser la présente théorie classique des 

plaques FGM pour l’étude de la réponse des plaques sous chargement statique et en vibration 

libre. 

Les théories classiques dites théories des plaques minces, où la contrainte normale 

transversale est négligeable, due à faible épaisseur de la plaque, cette hypothèse n’est pas 

valable et incorrecte dans le cas des plaques modérément épaisses ou avec forte épaisseur. 

Cette théorie a été adoptée par Feldman,1997 et Aboudi,1997.Abrate,2008, Mahdavian,2009, 

et Mohammadi et al.,2010, pour étudier le flambement des plaques minces en FGMs  

Cependant, la théorie classique des plaques en FGMs sous-estime la flèche de 

déplacement et surestime les fréquences propres ainsi que les charges critiques de flambement 

des plaques modérément épaisses en FGM (Red,2004). 

 

La théorie classique des plaques est basée sur les hypothèses suivantes : 

- la contrainte normale dans le plan de la plaque est négligeable devant les autres 

(hypothèses des contraintes planes). 

- les points situés sur une normale à la fibre moyenne avant déformation restent sur 

cette normale après déformation. 

 

Ces hypothèses correspondent à la théorie des plaques minces dans le domaine des 

petites déformations (modèle de Love-Kirchhoff,1850).  
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Le champ cinématique, d’un point quelconque d’une plaque est donné par la relation suivante   
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Avec : 

v,u : Le déplacement du plan neutre.   

w  : La flèche de la plaque, 

x,w , y,w :  Représentent la rotation de la fibre normale (figure.II.1) auteur des axes (x) et (y) 

respectivement.  

II.2)  Formulation théorique : 

II.2.1)  Champ des déplacements : 
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Où  

0u  et 0v  sont les déplacements membranaires plans dans les directions (x) et (y) 

respectivement, bw  sont les composantes de déplacement transversal en terme de flexion.  

3x

αx

0w

0uα

α,w

α,w

Fig.II.1: Cinématique de Love-Kirchhoff 

 
 

(I.1) 

(II.1) 
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II.2.2) Lois de comportement élastique : 

 

Les relations contraintes-déformations, s’écrivent pour une plaque en matériaux à gradient de 

propriétés : 
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{ } { }  et   j,ij,i εσ Sont les composantes physiques en un point quelconque de la plaque en FGM 
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Où «k» est un paramètre matériel, les indices «m» et «c» sont les modules élastiques 

de la face intérieure «métal» et la face supérieure «céramique» respectivement. 

 

II.2.3)  Équations du mouvement :  

Les équations de mouvement sont obtenues à partir du principe de Hamilton et sont exprimées 

par la forme variationelle suivante : 
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T

dtKVU
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0  P  δδδδ  

Dans cette expression, U δ , K δ  , V δ  représentent, respectivement, la variation d’énergie de 

déformation,  la variation d’énergie cinétique et la variation du travail des efforts extérieurs 

s’exerçant sur la plaque. P δ  présente la variation de l’énergie de la fondation élastique.  

II.2.3.a) Variation de l’énergie de déformation : 

A partir la présente théorie, la variation de l’énergie de déformation pour une plaque en FGM 

est définie par : 
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Alors, l’expression finale de la variation de l’énergie de déformation  s'exprime à l'aide de 

variables des contraintes et des déformations : 
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Pour exprimer la forme variationnelle de l’énergie de déformation en fonction des variables 

en déplacements, en remplaçant les déformations par leurs expressions déterminer ci-dessus 

accorder la cinématique adoptée, nous trouvons :  
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Où  (A) est la surface supérieure de la plaque. 
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La résultantes des charges en plan (  Net  N,N xyyx ) sont définies par l'intégrale des termes 

des contraintes sur l'épaisseur : 
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et les résultantes des moments en plan ( xyyx Met  M,M ) sont définies par l'intégrale des 

moments créés par les contraintes en plan et le plan moyen de la plaque sur l'épaisseur  
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II.2.3.b) Variation de l’énergie de la fondation élastique: 

La variation de l’énergie de la fondation élastique s’exprime sous la forme : 
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 Avec ef présente la densité des réactions de la fondation élastique. 
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Les coefficients WK et SK are présentent la rigidité transversale et de cisaillement de la 

fondation élastique, 

 

 

Fig. II.2: plaque FGM (1) appuyée sur fondation élastique 
transversale (2) et de cisaillement  (3). 

 

II.2.3.c) Expression du travail des efforts extérieurs : 

Le travail des forces extérieures appliquées à la plaque s’exprime par : 
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Le problème traité dans cette étude est un  problème de flexion , Ceci se traduit , la 

négligence des sollicitations volumiques ainsi que les charges appliquée en dehors de leur 

plan et prend en compte une répartition uniforme des charges appliquées en plan , l’énergie 

potentielle se réduit en fonction du déplacement transversal ,alors:   
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(q) est une charge uniforme par unité de surface de la plaque, dirigée suivant l’axe z 

(exemple : une pression),  

II.2.3.d) Variation de l’énergie cinétique : 

 

La variation d’énergie cinétique peut s’exprimer par : 
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En respectant les hypothèses cinématiques ci-dessus, l’énergie cinétique de la plaque pour un  

déplacement virtuel (δui), s’écrit : 
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Par conséquent, le champ de vitesse s'exprime en fonction de la composante (ui) du vecteur 

déplacement, 

),,(),,,(

),,(
),,(),,,(

),,(
),,(),,,(

0

0

tyxwtzyxw
y

tyxw
ztyxvtzyxv

x
tyxw

ztyxutzyxu









=
∂

∂
−=

∂
∂

−=

 

 

 

(II.22) 
 

(II.23) 
 

(II.24) 
 

(II.25) 
 

Etude des vibrations thermomécaniques des panneaux solaires sur appuis élastiques   25 
 



Chapitre02                                                                                          Formulation théorique  
 

( )( )
dzdAz

ww
x
wzv

x
wzv

x
w

zu
x

w
zu

K
h

h A

  )( 
2
1 

2/

2/
00

00

∫ ∫
−



























+









∂
∂

−







∂
∂

−+









∂
∂

−







∂
∂

−

= ρ

δ

δδ

δ
δ

δ















 

 

 

( )
dzdAz

ww
y
w

y
w

zv
y
wz

y
w

vzvv

x
w

x
w

zu
x
wz

x
w

uzuuh

h A

  )( 
²

²

2
1 2/

2/
0000

0000

∫ ∫
−



















+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

−

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

−
= ρ

δδδ
δ

δ

δ
δ

δ
δ















 

En collectionnant les termes semblables :  
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L’expression de la variation d’énergie cinétique  alors s’écrite : 
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( 0I , 1I  , 2I ) sont les inerties massiques, définies respectivement par :  
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II.2.4) Résumé des relations fondamentales du mouvement : 

 

Nous obtenons les relations fondamentales fournies par cette nouvelle théorie par la 

constitution les expressions U δ , V δ  et K δ  en fonction des déplacements virtuels et en les 

remplaçant dans le principe d’Hamilton, nous trouvons, par conséquent :  
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En intégrant par parties les termes de l’expression précédente et en reconnaissant que les 

termes d’intégration sont nuls puisque 0)Tt(u)0t(u ii ==== δδ , afin d’extraire les 

déplacements virtuels 0u δ , 0v δ , w δ  , nous trouvons :  
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L’expression des conditions aux limites imposées sur le contour (Γ) de l’équation ci-dessus 

peuvent être écrite sous la forme : 

Avec : 
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L’intervalle du temps [0, T] et la surface (A) sont arbitraires ainsi que les déplacements 

virtuels 0u δ , 0v δ , w δ ,   sur (A). Par conséquent, l’équation ne peut être satisfaite que si les 

intégrants s’annulent séparément sur (A) et sur (C). 

Nous avons alors les équations dynamiques suivantes sur (A) : 
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En séparant les déplacements virtuels et en s’annulent ces derniers, On obtient alors : 
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La figure suivante présente les conditions aux limites pour une plaque simplement 

appuyées de la présente théorie, nous adoptons : 
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Pour les bords x=0 et x=a: 
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Pour les bords y=0 et y=b: 
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Par la suite, nous remplaçons les expressions des contraintes par leurs relations, Les 

expressions des résultantes et moments sont obtenues sous la forme suivante : 
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Les coefficients élastiques  ijC  ainsi définis tiennent en compte la variation des propriétés 

matérielles à travers l’épaisseur à partir les expressions données dans les équations (II.1),  

(II.2) ou (II.3). En substituant les relations (II.4) dans l'expression de la matrice (II.7) et en 

fonction des résultats obtenus dans (II.16) (II.17) et (II.18) sous la forme matricielle : 

Fig. II.3: Présentation des conditions aux limites      
d’une plaque simplement appuyée. 
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(II.37) 
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Ici, Les coefficients de rigidité sont définis par : 
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et 

( ) ( )111111222222 ,,,, DBADBA = , 

II.2.5) Les équations de mouvement en termes de déplacement :  

En introduisant les équations (II.38-II42) dans les équations (II33-II34-II36), les équations du 

mouvement s’expriment en termes des déplacements ( 0u δ , 0v δ , w δ ) et les équations 

appropriées ont la forme suivante :  

 

( ) ( ) wdIuIwdBBwdBvdAAudAudA  110012266121111101266120226601111 2 −=+−−+++  

 

( ) ( ) wdIvIwdBBwdBudAAvdAvdA  210011266122222201266120116602222 2 −=+−−+++
  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )wdwdIvdudIwIqwdD

wdDDwdDvdBvdBBudBBudB
 22112020110222222

112266121111110222220112661201226612011111

 

2222

+−++=+−

+−−+++++
 

 

Où ijd , ijld  et ijlmd  sont les opérateurs différentiels,  donnés par : 

 

(II.38) 
 

(II.39) 
 

(II.41) 
 

(II.43) 
 

(II.44) 
 

(II.45) 
 

(II.46) 
 

(II.47) 
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II.3) Solution Analytique : 

 

Nous considérons une plaque simplement appuyée de dimensions (a) et (b) et chargée dans 

leur plan par une charge uniforme (q). La stratégie adaptée pour la résolution des problèmes 

traités dans ce travail est basée sur la méthode de Navier, Les composantes du vecteur de 

déplacement ( 0u , 0v , w ) sont exprimées par la forme de double série de Fourrier comme la 

suite, 
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Où mnU , mnV  et  mnW  sont des paramètres arbitraires à déterminer, ω  est la fréquence propre  

associée à ( m , n )xième mode propre, avec a/mπλ =  et b/nπµ = .  

Ainsi la charge transversale q est exprimée aussi en doubles séries de Fourrier,  
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Les coefficients mnQ sont donnés ci-dessous pour quelques charges typiques : 
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Et la variation de la charge thermique et donnée par  
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Nous substituons les équations (II.51) et (II.52) dans les équations (II.45), (II.46) (II.47) 

(II.48) et (II49), la solution analytique est obtenue sous forme matricielle : 

 

(II.50) 
 

(II.51) 
 

(II.52) 
 

(II.53) 
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II.4) Conclusion 

 

Le modèle est capable de tenir en compte de dépassement de la limite des théories 

classiques et/ou de premier ordre des plaques en FGM et possède un nombre réduit des 

inconnues tendis que plus dans les autres théories d’ordre supérieur.  

Ce travail montre qu’il est possible de déterminer des solutions analytiques en basant 

sur la méthode de Navier et le principe d’Hamilton. Cette méthode nous offre des solutions 

aux problèmes d’une plaque FGM en analyse vibratoire thermomécanique (vibration libre 

sous l’effet de température). 

La résolution du problème dépasse le strict cadre de l’étude bibliographique qu’elle est 

clairement présentée pour les résultats obtenus dans le chapitre suivant. 

(II.54) 
 

(II.55) 
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III.1) Introduction : 

     L’intérêt principal de cette section est de présenter l’évaluation et la validation de la 

théorie présentée dans ce travail, nous présentons une étude paramétrique pour étudier 

l’influence des paramètres matériels sur le comportement statique et dynamique des plaques 

en FGM. 

    Nous considérons, des plaques en matériaux à gradient de propriétés FGM, rectangulaires 

ou carrées, simplement appuyées, épaisses ou avec forte épaisseur, d’épaisseur constante et un 

état de contraintes ou de déformations initiales nulles. Les différents types des plaques 

considérées, pour l’évaluation, dans le cas thermique et dynamique (vibration libre), sont : 

 

Tableau III.1 : caractéristiques des matériaux utilisés  

Propriétés 
Métal 

Aluminum (Al) 

Céramique 

Alumina (Al2O3) Zirconia (ZrO2) 

E  (GPa) 70 380 200 

ν  0.3 0.3 0.3 

ρ (kg/m3) 2702 3800 5700 

 

Dans le cas dynamique, nous tenons les fréquences adimensionnelles en fonction des 

fréquences propres : 
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III.2) Etude vibratoire des plaques minces en FGM : 
 

Tableau III.2 : la première fréquence en fonction de la série (n,m) des plaques carrées en P-

FGM en fonction du ratio d’épaisseur a/h 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau III.3 : Les trois premières fréquences des plaques carrées en P-FGM en fonction du 

ratio d’épaisseur a/h 

Mode ha  
p  

0 0.5 1 4 10 

1 

10 6.7520 6.7752 6.7925 6.7921 6.5018 

50 6.9786 7.0079 7.0307 7.055 6.781 

100 6.9861 7.0156 7.0386 7.0637 6.7903 

2 

10 40.092 39.915 39.744 38.859 37.711 

50 200.46 199.57 198.72 194.3 188.56 

100 400.92 399.15 397.44 388.59 377.11 

3 

10 75.022 74.69 74.371 72.714 70.561 

50 375.03 373.37 371.77 363.5 352.76 

100 750.05 746.74 743.54 727.00 705.51 

 

ha  Mode( nm, ) 
Indice material   ( p ) 

0 0.5 1 4 10 

10 

1(1,1) 6.752 6.7752 6.7925 6.7921 6.5018 

2(1,2) 18.161 18.24 18.305 18.451 18.053 

3(2,2)   24.657 24.698 24.718   24.511 23.243 

50 

1(1,1) 8.2298 8.285 8.3332 8.4996 8.4595 

2(1,2) 20.781 20.923 21.047 21.483 21.418 

3(2,2)   27.796 29.217 29.332 29.57 28.728 

100 

1(1,1) 8.2386 8.294 8.3425 8.5101 8.4711 

2(1,2) 20.837 20.98 21.106 21.55 21.492 

3(2,2) 29.199 29.344 29.463 29.715 28.885 
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Tableau III.4 : Les trois premières fréquences des plaques en P-FGM en fonction du ratio 

d’allongement a/b avec h=100 

 

Mode ba  
p  

0 0.5 1 4 10 

1 

1 6.9861 7.0156 7.0386 7.0637 6.7903 

2 4.9273 4.9576 4.9836 5.0646 5.0024 

4 4.6816 4.7169 4.7484 4.8685 4.8957 

2 

1 400.92 399.15 397.44 388.59 377.11 

2 316.95 315.55 314.2 307.21 298.13 

4 292.22 290.92 289.68 283.23 274.86 

3 

1 750.05 746.74 743.54 727.00 705.51 

2 592.97 590.35 587.82 574.74 557.75 

4 546.69 544.27 541.94 529.88 514.22 

 

 Les résultats présentés dans les tableaux (III.2-4) présentent la variation de la 

fréquence fondamentale en fonction des paramètres géométriques et matériels. Après 

l’analyse de ces résultats, nous observons que l’augmentation de la fréquence fondamentale 

suivi par l’augmentation de l’épaisseur, cette remarque et aussi valable pour l’augmentation 

de l’indice matériel « k ».  Il est aussi remarquable que l’effet de l’allongement influe sur la 

prédiction des fréquences. À la fin de cette analyse, il est marquant clairement comme la 

présente théorie est plus simple et déployée plus facilement dans les simulations mécaniques 

des structures en matériaux à gradient de propriétés 

 

III.3) Etude des vibrations thermomécaniques des plaques minces en FGM :  

 

          Dans cette section, nous allons présenter l’effet de la température sur les vibrations libres des 

plaques minces en FGM. Dans le premier temps, nous étudions l’effet de la température par la 

considération d’une diffusion unidirectionnel. Les résultats obtenus sont illustrés sur les tableaux 

(III.5-7). La premier analyse indique que les fréquences augmentent légèrement comparées aux celles 

obtenues précédemment, la seule explication est visée par l’allongement de la plaque avec la présence 

de l’effet thermique. Comme est définie précédemment, le panneau solaire se compose d’une partie en 

céramique et l’autre en métal, et avec la connaissance de la nature matérielle et physique des métaux, 
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ils sont très sensibles à la dilatation thermique, et par conséquence, l’effet est plus important dans la 

phase métallique. 

 

Tableau III.5 : la première fréquence en fonction de la série (n,m) des plaques carrées en P-

FGM en fonction du ratio d’épaisseur a/h  T1=100 et T2=0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau III 6 : Les trois premières fréquences des plaques carrées en P-FGM en fonction du 

ratio d’épaisseur a/h  T1=100 et T2=0 

   

Mode ha  
p  

0 0.5 1 4 10 

1 

10 6.7635 6.7939 6.8167 6.8309 6.5385 

50 7.1655 7.3707 7.5305 7.916 7.6271 

100 7.6582 8.3282 8.8282 10.045 9.7263 

2 

10 40.214 40.047 39.885 39.032 37.905 

50 203.51 202.86 202.22 198.56 193.36 

100 413.03 412.2 411.31 405.48 396.09 

3 

10 75.087 74.761 74.446 72.806 70.665 

50 376.67 375.14 373.65 365.8 355.35 

100 756.59 753.8 751.05 736.16 715.84 

ha  
Mode 

( nm, ) 

Indice material   ( p ) 

0 0.5 1 4 10 

10 

1(1,1) 6.7635 6.7939 6.8167 6.8309 6.5385 

2(1,2) 18.174 18.26 18.329 18.486 18.084 

3(2,2) 24.673 24.719 24.745 24.551 23.278 

50 

1(1,1) 7.1655 7.3707 7.5305 7.916 7.6271 

2(1,2) 19.829 20.108 20.335 20.976 20.681 

3(2,2) 28.011 28.305 28.536 29.000 27.871 

100 

1(1,1) 7.6582 8.3282 8.8282 10.045 9.7263 

2(1,2) 20.347 21.084 21.662 23.205 22.838 

3(2,2) 28.662 29.483 30.122 31.664 30.509 
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Tableau III.7 : Les trois premières fréquences des plaques en P-FGM en fonction du ratio 

d’allongement a/b avec h=100 T1=100 et T2=0 

 

Mode ba  
p  

0 0.5 1 4 10 

1 

1 7.6582 8.3282 8.8282 10.045 9.7263 

2 5.5118 6..0923 6.5218 7.5824 7.4373 

4 5.2081 5.7383 6.1328 7.1266 7.0517 

2 

1 413.03 412.2 411.31 405.48 396.09 

2 326.13 325.44 324.71 319.99 312.49 

4 297.11 296.21 295.29 290.06 282.55 

3 

1 756.59 753.8 751.05 736.16 715.84 

2 600.41 598.38 596.36 585.17 569.51 

4 555.25 553.51 551.77 541.86 527.72 

 

 

 Dans cette deuxième partie, nous appliquons une diffusion thermique 

bidimensionnelle, quelques résultats numériques sont présentés dans les tableaux (V.7-9), 

Comme attendu et quel que soit le type de plaque considérée, les fréquences diminuent avec 

l’élévation de la température et ceci à cause de la diminution de la rigidité globale de la 

plaque lorsque la température augmente. 

 

 En résumé et indépendamment de l’élévation de la température, 

l’augmentation de la concentration en métal (accroissement de l’index n de la fraction 

volumique) fait décroitre les fréquences de vibration car la rigidité globale de la plaque 

décroit du fait de l’affaiblissement du module de Young global (puisque dans notre cas, le 

module de Young de la céramique est trois fois supérieur à celui du métal).  Cette diminution 

des fréquences est accentuée par l’augmentation de l’inertie globale qui est due à 

l’augmentation de la fraction volumique du métal étant donné que la masse volumique du 

métal est largement supérieure à celle de la céramique de la plaque  
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Tableau III.8 : la première fréquence en fonction de la série (n,m) des plaques carrées en P-

FGM en fonction du ratio d’épaisseur a/h T1=100 et T2=100 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau III.9 : Les trois premières fréquences des plaques carrées en P-FGM en fonction du 

ratio d’épaisseur a/h T1=100 et T2=100 

 

Mode ha  
p  

0 0.5 1 4 10 

1 

10 6.8001 6.8337 6.8592 6.8833 6.5988 

50 8.037 8.2943 8.4982 9.0538 8.9253 

100 10.571 11.284 11.836 13.352 13.445 

2 

10  40.216 40.051 39.89 39.042 37.915 

50 203.55 202.96 202.35 198.81 193.61 

100 413.2 412.58 411.84 406.46 397.06 

3 

10 75.088 74.763 74.449 72.812 70.67 

50  376.69 375.19 373.73   365.93 355.48 

100  756.69 754.00 751.34 736.7 716.37 

 

 

 

ha  

Mode 

( nm,

) 

Indice material   ( p ) 

0 0.5 1 4 10 

10 

1(1,1) 6.8001 6.8337 6.8592 6.8833 6.5988 

2(1,2) 18.205 18.293 18.365 18.53 18.133 

3(2,2) 24.706 24.756 24.784 24.599 23.333 

50 

1(1,1) 8.037 8.2943 8.4982 9.0538 8.9253 

2(1,2) 20.644 20.985 21.263 22.092 21.935 

3(2,2) 28.934 29.302 29.595 30.291 29.357 

100 

1(1,1) 10.571 11.284 11.836 13.352 13.445 

2(1,2) 23.38 24.276 24.991  27.051 27.143 

3(2,2) 32.148 33.177 33.993 36.215 35.701 
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Tableau III.10 : Les trois premières fréquences des plaques en P-FGM en fonction du ratio 

d’allongement a/b avec h=100  T1=100 et T2=100 

 

Mode ba  
p  

0 0.5 1 4 10 

1 

1 10.571 11.284 11.836 13.352 13.445 

2 7.9733 8.565 9.0217 10.289 10.449 

4 7.4392 7.9836 8.4049 9.587 9.7735 

2 

1 413.2 412.58 411.84 406.46 397.06 

2 326.26 325.72 325.11 320.73 313.22 

4 297.18 296.36 295.51 290.47 282.94 

3 

1  756.69 754.00 751.34 736.7 716.37 

2 600.52 598.61 596.7 585.79 570.11 

4 555.37 553.78 552.15 542.57 528.42 

 

III.4) Etude des vibrations thermomécaniques des plaques minces en FGM sur appuis 

élastiques :  

 Cette partie est consacrée à l’étude des vibrations libres d’une plaque FGM 

reposant sur un support élastique. Les solutions ont été obtenues en utilisant la méthode de 

Navier. Les tableaux III 11-13 résument les résultats obtenus. Les résultats ont montré que le 

support élastique type Pasternak a un rôle significatif dans l’augmentation de la fréquence 

naturelle. Il a aussi été observé qu’en augmentant l’index de la fraction volumique, l’effet du 

support élastique sur les fréquences augmente. Ce phénomène a été expliqué par le fait qu’une 

augmentation du paramètre de cisaillement du support élastique conduit à une augmentation 

des déplacements en membrane et qui a pour conséquence d’accroître l’effet de la rigidité en 

membrane sur les fréquences propres de vibration. 

 D’autre part, les résultats ont révélé que l’effet de la température est plus 

important dans le cas de la plaque sur appuis élastiques que dans celui de la plaque libre. Une 

élévation uniforme de la température a plus d’effet sur les fréquences naturelles qu’un 

gradient de température. Le mode fondamental est plus sensible à l’effet de la température que 

les modes supérieurs. Une plaque mince avec un index de fraction volumique égal à 1 est plus 

sensible à la température que celle avec un index égal à 10. 
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Tableau III.11: l’effet de l’indice matériel et la fondation élastique sur la fréquence 
fondamentale d’une plaque en P-FGM avec  (a/h=100) T1=T2=0 

 

K0 K1 Mode 
 P 

0 0.5 1 2 4 10 

10 10 

1 96.241 97.500 98.692 100.88 104.57 111.54 

2 400.92 399.15 397.44 394.23 388.59 377.11 

3 750.05 746.74 743.54 737.53 727.00 705.51 

100 0 

1 7.6169 7.6599 7.6962 7.7502 7.7961 7.6486 

2 400.92 399.15 397.44 394.23 388.59 377.11 

3 750.05 746.74 743.54 737.53 727.00 705.51 

0 100 

1 303.60 307.59 311.36 318.3 329.97 352.1 

2 400.92 399.15 397.44 394.23 388.59 377.11 

3 750.05 746.74 743.54 737.53 727.00 705.51 

100 100 

1 303.62 307.6 311.38 318.31 329.99 352.12 

2 400.92 399.15 397.44 394.23 388.59 377.11 

3 750.05 746.74 743.54 737.53 727.00 705.51 
 

Tableau III.12 : l’effet de l’indice matériel et la fondation élastique sur la fréquence 
fondamentale d’une plaque en P-FGM avec  (a/h=100) T1=100 et T2=0 

 

K0 K1 Mode 
 P 

0 0.5 1 2 4 10 

10 10 

1   96.292 97.603 98.836 101.08 104.81 111.75 

2 413.03 412.2 411.31   409.4 405.48 396.09 
3 756.59 753.8 751.05 745.75 736.16   715.84 

100 0 

1 8.2377 8.8778 9.3609 10.009 10.573 10.344 

2 413.03 412.2 411.31   409.4 405.48 396.09 
3 756.59 753.8 751.05 745.75 736.16   715.84 

0 100 

1 303.62 307.62   311.41 318.36 330.05 352.17 

2 413.03 412.2 411.31 409.4 405.48 396.09 

3 756.59 753.8   751.05 745.75 736.16 715.84 

100 100 

1 303.64 307.64   311.42 318.38   330.07 352.19 
2 413.03 412.2   411.31 409.4 405.48 396.09 

3 756.59 753.8 751.05 745.75 736.16 715.84 
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Tableau III.13 : l’effet de l’indice matériel et la fondation élastique sur la fréquence 

fondamentale d’une plaque en P-FGM avec  (a/h=100)  T1=100 et T2=100 

K0 K1 Mode 
 P 

0 0.5 1 2 4 10 

10 10 

1 96.568 97.9 99.15 101.42 105.18 112.14 

2 413.2 412.58 411.84 410.16   406.46   397.06 

3 756.69 754 751.34 746.17   736.7 716.37 

100 0 

1 303.71  307.71   311.51 318.47 330.17 352.3 

2 413.2 412.58 411.84 410.16   406.46   397.06 

3 756.69 754 751.34 746.17   736.7 716.37 

0 100 

1   
10.998 11.696 12.239 13.000 13.754   13.898 

2 413.2 412.58 411.84 410.16   406.46   397.06 

3 756.69 754 751.34 746.17   736.7 716.37 

100 100 

1 303.72 307.73 311.52 318.49 330.19 352.31 

2 413.2 412.58 411.84 410.16   406.46   397.06 

3 756.69 754 751.34 746.17   736.7 716.37 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

15,0

15,5

16,0
 K0=0
 K0=20
 K0=40
 K0=60
 K0=80
 K0=100

a=10 h

a=b  k=2  K1=100

om
eg

a

k

 

Fig. III.1: Variation de la fréquence fondamentale adimensionnelle  ω  en fonction de la 

rigidité élastique transversale Kw et KS=100 
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Fig. III.2: Variation de la fréquence fondamentale adimensionnelle  ω  en fonction de la 

rigidité élastique de cisaillement Ks et Kw=100 

 

 

Les figures Fig.III.1 et Fig.III.2 montrent la variation de la fréquence adimensionnelle 

en fonction des coefficients de la fondation élastique correspondante à l’indice de la loi des 

puissances p=2 et le rapport d’épaisseur a/h=10.  Il est remarquable que les fréquences de la 

plaque diminuent lorsque les paramètres de la fondation augmentent. 

 

III.5) Conclusion : 

 

En conclusion finale, nous avons également relevé les problèmes traités avec une 

exactitude et une précision conformes avec cette contribution exprimée par notre théorie 

proposée, ce qui constitue un axe permet de l’extrapoler au d’autres problèmes sortant du 

cadre de cette étude de simulation des plaques en matériaux à gradient de propriétés. 
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Introduction : 

Le développement théorique pour l’analyse des plaques constitue l’un des axes de 

recherches les plus importants de la modélisation des solides et des structures, avec le progrès 

rapide de l’utilisation des matériaux à gradient de propriétés dans les domaines de l’industrie, 

il est nécessaire de mettre en évidence une théorie adéquate permettant d’analyser les plaques 

en FGM avec une haute précision sous les différentes configurations géométriques et 

matérielles, ainsi qu’elles répondent aux exigences techniques sur les divers problèmes de 

l’ingénierie. 

Dans le cadre de ce travail d’etude du comportement thermeque et dynamique des 

plaques en FGM .L’objectif fixé était, d’une part l’etude des vibrations libres des plaques en 

FGM reposant sur une foundation elastiques , et d’autre part, d’étudier l’influence des 

paramètres matériels par l’introduction les différents modèles de l’homogénéisation sur le 

comportement  mécaniques des plaques en FGM. 

Remarques et conclusions : 

La précision de la présente théorie a été prouvée dans les deux cas d’analyse, statique 

et dynamique, pour les plaques en FGM simplement appuyées. Le nombre des inconnues et 

les équations gouvernantes de la présente théorie est réduit à trois  par consequent il est moins 

par rapport aux autres théories . 

L’equation du mouvement pour les plaques FGM est obtenue par le principe 

d’Hmilton .la methode de Navier est utilisée pour les solutions analytiques de la plaque à 

gradient de proprieties avec la vibration libre simplement appuyées. 
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Recommandations pour des travaux futurs :  

         Le travail que nous avons présenté dans le cadre de notre mémoire de fin etude nous a 

permis de nous familiariser avec le domaine du développement théorique des plaques en 

FGM. Nous le considérons comme une base pour un futur développement dans le domaine 

des matériaux à gradient de propriétés et dans ce contexte l’action à mener pour une 

continuation et une amélioration de ce travail pour ce résumé dans les points suivants : 

- Nous pouvons considérer les résultats obtenus par la présente étude comme une 

référence à titre de comparaisons avec les autres solutions analytiques ou 

numériques pour les cas des plaques épaisses en FGM. 

- Étendre cette théorie à analyser les structures de type coque épaisse ou avec forte 

épaisseur en analyse statique et dynamique (vibration libre) car elle fournit une 

cinématique très assimiler à la géométrie des coques épaisses.  

- Adaptation de la présente formulation à étudier les plaques annulaires sectorielles 

en FGM.  

- Effectuer une formulation numérique basée sur cette nouvelle théorie en 

considérant l’effet de la déformation normale transversale pour l’analyse non 

linéaire statique (Non-linéarité géométrique ou/et matérielle) et l’analyse non 

linéaire dynamique sur d’autres cas-tests dans le cas des plaques épaisses en FGM. 

- Étudier d’autres cas d’analyse analytique tels que le flambement et le couplage 

thermomécanique des plaques en FGM . 
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FGM, qu’est-ce que c’est ?
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Cinématique de Kirchhoff
8

Formulation théorique



1) Équation de mouvement :

Les équations du mouvement sont obtenues à partir du principe de Hamilton et sont exprimées
par la forme variationelle suivante :

la variation d’énergie de déformation

la variation d’énergie cinétique

la variation du travail des efforts extérieurs 

la variation de l’énergie de la fondation élastique
9

U δ

V δ
K δ
P δ



1.a) Variation de l’énergie de déformation :
la variation de l’énergie de déformation pour une plaque en FGM est définie par :

l’expression finale de la variation de l’énergie de déformation  s'exprime à l'aide de variables 

des contraintes et des déformations

10



1.b) Variation de l’énergie de la fondation élastique:
La variation de l’énergie de la fondation élastique s’exprime sous la forme :

1.c) Expression du travail des efforts extérieurs:
Le travail des forces extérieures appliquées à la plaque s’exprime par :

11



1.d) Variation de l’énergie cinétique :
La variation d’énergie cinétique peut s’exprimer par :

L’expression final de la variation d’énergie cinétique  alors s’écrite :

12



2) Résumé des relations fondamentales du mouvement :
Comme une synthèse , les équations d’équilibres s’écrivent:

13



3) Solution Analytique :
Nous considérons une plaque simplement appuyée de dimensions (a) et (b) et chargée 

dans leur plan par une charge uniforme (q). La stratégie adaptée pour la résolution des 
problèmes traités dans ce travail est basée sur la méthode de Navier.

14



Les composantes du vecteur de déplacement (u,v,w) sont exprimées par la forme de double 
série de Fourrier comme la suite:

la solution analytique est obtenue sous forme matricielle.

15



Cas statiques :
• étude d’une plaque épaisse isotrope sous chargement uniforme

• étude d’une plaque en P-FGM type Al/Al2O3 avec l’étude de l’influence de l’épaisseur

• analyse des plaques en P-FGM de type Al/Al2O3 modérément épaisse a/h=10

caractéristiques des matériaux utilisés

16

Propriétés

Métal

Aluminum (Al)

Céramique

Alumina (Al2O3) Zirconia (ZrO2)

E(GPa) 70 380 200

V 0.3 0.3 0.3

P(kg/m3) 2702 3800 5700

Résultats et Discussions
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K0 K1 Mode
P

0 0.5 1 2 4 10

10 10
1 96.241 97.500 98.692 100.88 104.57 111.54
2 400.92 399.15 397.44 394.23 388.59 377.11
3 750.05 746.74 743.54 737.53 727.00 705.51

100 0
1 7.6169 7.6599 7.6962 7.7502 7.7961 7.6486
2 400.92 399.15 397.44 394.23 388.59 377.11
3 750.05 746.74 743.54 737.53 727.00 705.51

0 100
1 303.60 307.59 311.36 318.3 329.97 352.1
2 400.92 399.15 397.44 394.23 388.59 377.11
3 750.05 746.74 743.54 737.53 727.00 705.51

100 100
1 303.62 307.6 311.38 318.31 329.99 352.12
2 400.92 399.15 397.44 394.23 388.59 377.11
3 750.05 746.74 743.54 737.53 727.00 705.51

20



K0 K1 Mode
P

0 0.5 1 2 4 10

10 10
1 96.292 97.603 98.836 101.08 104.81 111.75
2 413.03 412.2 411.31 409.4 405.48 396.09
3 756.59 753.8 751.05 745.75 736.16 715.84

100 0
1 8.2377 8.8778 9.3609 10.009 10.573 10.344
2 413.03 412.2 411.31 409.4 405.48 396.09
3 756.59 753.8 751.05 745.75 736.16 715.84

0 100
1 303.62 307.62 311.41 318.36 330.05 352.17
2 413.03 412.2 411.31 409.4 405.48 396.09
3 756.59 753.8 751.05 745.75 736.16 715.84

100 100
1 303.64 307.64 311.42 318.38 330.07 352.19
2 413.03 412.2 411.31 409.4 405.48 396.09
3 756.59 753.8 751.05 745.75 736.16 715.84

21



K0 K1 Mode
P

0 0.5 1 2 4 10

10 10
1 96.568 97.9 99.15 101.42 105.18 112.14
2 413.2 412.58 411.84 410.16 406.46 397.06
3 756.69 754 751.34 746.17 736.7 716.37

100 0
1 303.71 307.71 311.51 318.47 330.17 352.3
2 413.2 412.58 411.84 410.16 406.46 397.06
3 756.69 754 751.34 746.17 736.7 716.37

0 100
1 10.998 11.696 12.239 13.000 13.754 13.898
2 413.2 412.58 411.84 410.16 406.46 397.06
3 756.69 754 751.34 746.17 736.7 716.37

100 100
1 303.72 307.73 311.52 318.49 330.19 352.31
2 413.2 412.58 411.84 410.16 406.46 397.06
3 756.69 754 751.34 746.17 736.7 716.37
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Conclusion et Recommandations

Dans ce travail nous avons abordé les deux aspects suivants : 

1.Formulation théorique basée sur le modèle de Kirchhoff  , pour analyser les vibrations 
thermomécaniques des panneaux solaires

2.Étude de l’effet  des paramètres de la fondation élastique sur les vibrations

• La précision de la présente théorie a été prouvée dans le cas thermique et mécanique,  pour 
un panneaux solaires simplement appuyés. Le nombre des inconnues et les équations
gouvernantes de la présente théorie est réduite à trois  par consequent il est moins par rapport 
aux autres théories .

• L’equation du mouvement pour les plaques FGM est obtenue par le principe d’Hmilton .la 
methode de Navier est utilisée pour les solutions analytiques de la plaque à gradient de 
proprieties avec la vibration libre simplement appuyées

24



Recommandations pour des travaux futurs

25

Étudier d’autres cas d’analyse analytique tels que le 
flambement et le couplage thermomécanique des plaques en 
FGM 

Adaptation de la présente formulation à étudier les plaques 
annulaires sectorielles en FGM
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